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__m__
_ Con_cec el de__o Mstónco de la Geamet_a, ;
_ Comp__nder Ia evot_c_6n de I_ _eome_a en el pc_e5a 5oci_ de Ia h_m___d _ \ _,'
_ Entend_F p0r qué y _a qué estudiamos Ge_meMa.
_ _n_er lo_ c0nc_pt_ _cas como n_g_ geom_Mca, s_mento, espacîo mé_ca. _

!, IM_0DUC_ÓN
Si quisiéramos explicar qué es o qué estudia la Geomet�a  no basta�a  con presentar todas
Ias geomet�as  elaboradas por el hombre desde hace dos mil quinientos anos, pues estas han ido
caInbi_do de acuerdo a nuestra evolución cultural. Al inicio, para Euclides solo representaba la ciencia
de la _tensión y de la medida (Geo �  tierra; merrón �  medida), mas en el siglo XVIl, aso_nbrados con
Ia naciente álgebra, los geómetras - Fermat y DescaTtes inventan la lla_nada Geomet�a  Analítica para
dar lugar en el siglo XIX a la Geomet�a  inf_nitesirnal que se basó en los trabajos de Monge (el inventor
de la Geomet�a  Descjp_va).
Es con Pbncelet que suree la Geome_a sintética mientras que la m_ta es desarrollada por
Gergonne y Steiner. _steriormente aparecen las geomet�as  no euclidianas.
Nuestra intención es esbozar una introducción del método axiomático, que es empleado por los
geómetras contem_ráneos, y p_a un mejor entendimiento del l_go recomdo de la eeome_a por los
di_erentes rnétodos, rese�aremos  los sucesos más impo_antes sin ienor_ a los personajes con mayor
Muencia y der__re_nos _gunos conceptos necesanos para el desarrollo de los siguientes capítulos.
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lumbreFas Ed itores - C eomet ría

i E sE �A  _ _t_bR _6A , _;_s

El inicio de la _eomet�ía  data desde mucho antes . _,__ _ __ 4__;nn q-,;, __�  - _ __ _ 4 _ /_
_''__^ _n ' ' ____,e_?.________ , ;, ,,_,_ç,
que la historia escjta, corno una acumulación g_adual _;n_ m, __' _ _ ; _,'v_' _ ' _ ,_ C'

de nociones intuitivas sobre la realidad ob_etiva (espacio _vm_,_ ____'__n_; 'v__Y_V"'-"m_;;___ ,,, ''?h ____ Y^ " _ _, _e'__, __ _- _ / ^4_'_' ^_" _ _X' ' _ v ''_ _'_______ n!!

/,,_ e, n t _,n ; '^', 'n_ __'_;,'m'_;,_ _'\_.,_ i:;_ _ __ ____,v_?_v^ny,_,_2_\

obsenFaciones. _ ' ,_ ,,, _,x_., c_ ,,,_ 'G?? ___:n_,_, _ _,_-

. d ... _d _ / l d . _ _ _%_" ^"________w,, _ _ '_ " _'n _;_ " ' "'_ _^_ ? _ ' ''_ _"n
eStepeClO OlnlCla e a_e OmetCla Se e enOmlna '' ,_,__ _ _^_9___ ''_ ; s m___ "
___^Mm_ _ _ x _, ' _ _,h,_ ,;s/_
. .. . . '^, _? _ _ m_v ___"\, _{_x_ __ ,_
pnmltlVO, debl O a qUe Se rea lZa a en e tfanSCUrSO __,_ _ _ _\ _ _/',j'_-__ __W_X, ____,x',_'_ _ ~ _ "
_ ' c'' _'' __________,_ '___/" \', _ m___-
e la lUCha del hOmbre pOr SU eXlStenCla y trataba de
Agrimensores midiendo un campo con una cuerd_
solucionar ciertas di Flcultades como la medición de

parcelas de tierra, volúrnenesde cuemos, etc.

Herod0to (485 - 425 a.n.e.) es considerado el padre de la historia porque su trascendencia va mas

allá de la simple narración _e hechos , ya que no solo se dedicó a escnbir lo que le contaban sino que fue

un incansable viajero que recorrió todo el Egipto, la magna Grecia, etc. para poder interpretar la realidad.

_,__,_,,_,,,,__,,,m Debido a sus a_ortes es también considerado uno de los

_ ^_'?__ __ _ _ primeros cientíFlcos, con respecto a las necesidades del
___;_______,9_____,, _w__,m_,_,,_i '_
_'__~a_vv"_''__'/_// , ;L__c, ' ' hombre. Herodoto cuenta que Sesostris, rey de _gipt0,
_,, ___v_,__,__, ,,, ;__;;;_a~_;M_,,_,_ ,,___, , , _
/,_l_____^_,,,,:_'?%,'_____e; __m_,____?;____%_,,___,_ _? , /__ __; repartlO las tleCraS dandO a Cada e_lpCl_ Una parCela,
_ 4______ _,__y^_^,>___e_',___%q___/_/ _/ _' _' _nv~____^_/__- M___,_ _ ^__", n_
_ _Y__"'_/______Vn_,__c___9_'"-/?y vh______ _ ,,_,? ___ __,,,m / _
'"'' >, ,_' ;"__ s,_nn_v,_____'n__'__\'

,_JS_,_,__;__:__ ,L ' , __"_______v,,,, __ _,__,, n_q,, unadelasparcelasefajnundadaporelNilo,sudueñose
__y________4_'_ '_', ___ n _, '_x____m,v__' '___n_?'_?_,,___'__" '_q_'n
''_:^'' _ ' ' ''''^" "'__''____"/_ _ _ _'", 9""" dirigíaalreyyeste enviabaalostensores de cuerdas,
Pir�mides  de Egipto t a m b _. e/ n c o n o c _. d o s c o m o a n. m e n s o, e _
S COnSlderadO

ahora como pnmeros geóme_as), quienes medían en

cuánto disminuyó la parcela. Es sobre la base de estos _____K,_:,G_ __ _" ?d_._l___?t___-_'
_ y !__'? (_ _/1 __.__' __1_1___,.9_
resultados que se reducían los impuestos. Herodoto nos ''N _. __t!_'1____ 1 ____-?I_t_____;
;,,_ t ' m_ _____' l ___,_, _ __ q
relata además que al pjmer rey de Egipto unincado, _ , _ _'-'" - _ _
tI,_I_I____' ._ n_,.. _,_!__5, _.g_m_
menes, se le atjbuyen los conocimientos geomét_cos _ _! '__r____ ___ u__t_d,__e__?
_ ' .' "M._ . "_, _t_ __t_m___'_ _
_os pa Fa realiz_r trabaJos de nivelec;o/n de su Jn.(N __'_1t.o__ _ ___ jN _ _, ,_ m4Fj__ __X
^" "'^___._ _ _î

tem'tono (hecho que se ,,monta a 3 ooo a�os  a n e) a,; ____"' -'_ '-__t7,, _x1_m^_:'___?____t__ M_ _ ___
' ' ' '''_-mv-? ___).1__t___ __U_,______l'€u.e___1ltt_____'_M_
_ ____,4____)__j_ ,_m__McUq_1t__l__
como el almacenam_ento de la cosecha recogida de las j _____. M_=__ j____ _,_ hm__mt;__0,___t1__.g_

parcelas. E/ Papiro de Rhind (/650 a.n.eJ es una de Ios primeras
recopiJaciones de probIemas matem�ticos.
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CAPITULO l Resena histórica y conceptos previos

Las fuentes principales de in Formación relacionadas con la geomet�ía  egipcia antigua son los
papiros de Moscú ( l 850 a.n.e.) y Rhind ( t 650 a.n.e.), posiblemente esc_to por Ahmes, que con_enen 25
y 85 problemas respec_v_ente. Tarnbién encontramos en el museo de Berlín, el más an_guo instrumento
astronómico y topográF_co existente , de una combina_ión plomada y v_a de _' ensor que pronenen
del Egipto antiguo aproximadamente l950 a.n.e.
Hasta donde la histo�ja  nos permite investigar el pasado_ se descubre todavía presente una gran
cantidad de matenal que puede llamarse geometría práctica o científ_ca.
Los registros existentes más an_guos de la actividad del hombre en el carnpo de la geumet�a  son
unas tablas inscntas de arcilla cocida enterradas en Mesopotarnia y que probablernente datan de los
tiernpos de los sumerios (aproximadaInente 300 a.n.e.). También hay tablas cuneiforrnes babilónicas
de la era del rey de Hammurabi, el imperio Nuevo Babilónico de Nabucodonosor y l_s eras siguientes
persas y _eleúcidas. De estas tablas se puede distinguir que la geoInet�ía  antigua babilónica está muy
relacionada con Ia rnedición práctica. Con los registros se puede deducir que no solo sabían calcular
el área de una región rectan__ular, triangular (rectangular, isósce_es), _apecio rectangular, sino también
el volumen de un prisma recto con base trapecial rectangular. La longitud de la circunFerencia se
obtuvo al tnplicar el diámetro y el área del círculo corno un doceavo del cuadrado de la longitud de la
circunferencja (arnbos correctos para _ = 3) y el volumen de un cilindro circular recto al calcular el
product_ del área de la base por la altura. También hay cierta endencia de que los babilonios a_t;guos
utilizaban algunas fórmulas de rnanera incorrecta, por ejemplo:

__ 00_ __0 _ ____, __ ___ _ _,co^" __
_0_' í _ _ 00_ ___v
, _ _ __ __ _ ^_'
' _tt ' __ _ _
_,,,_ D__, c, _, _?
_ y_,. , ___,_ "^ _ x\ _
_ _ 80? _ ,,_0 _ _____- __00 _ r _00 e :___?_
EI trJónguIo rectángulo era bastonte estudJodo en la Edad MedIo por Ios ostróIogos (Geometrio de
Ia astroIogío, siglo XlIJ.

ÁRE_ DE _ RE_lÓN CUADRAN_UUR
los gnegos consideraban al cuad_látero corno una región cuadrangular.

a
'_,'__ ' A (a+c)(b+d)
, 4
d _^_ b
' dande __ b, �  y d s0n l_ l__it_de_ de los lad_ del
_n , cuadn_tero cDm0 una riqi6n cua_u_,
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-__v _v "__%_ ___, 0 V__"___' :c___' ,,?___ ">"___,_s___�____'"  _ ' ,___
___ _? ___ , __ '> ?'????_,,?'__, " >___ _ ?_ _ _ J ' .
_'___ _ , _? '__"_'_ _ ,_ _ _ _ ' _? __ V _ ___
_,__ __ J __ 0_,,_,_'_,,,? __ ,0_ __
' ___v _'_, _ _ _ __ x^ . __"__ _ __K?_c_ ' __
s__,___ _v__? __m?_? \____ ? _
_ _ _m'_ 5__''j__ ? _,_ _ __,_,_ ___, '
_x h'_, __ x, _nX, c_ _ _ ^_X, _ _ _" _ _
X-m____'_ ,,_____? ;;v' ____ _/,;x? _ ?,___,____,__ __ 3 , ,
' _ _ _ _ , J_ __ _ ,_, _ , _ ;_ _ , q ___ _c_ _ _ ___ _ _ _ _ _ / _ _\. , , _, _ _ ? ? V _ ____ _ __ _ _ _ m ? _ _ ,
_ _,2 ,K ____ " ",_,_____, _ ___, _ _. _ _ ~ _ ~_ _n_ _sq?_, _?,,_,_' _
_ ;_ _ ___ __ ___?_,__ _ _c" _ / _,_" _' _ _';_,_,_','__' _
,____ ,? ' __m_ _, x____ vm _m_ " _cn__m_ _ ,,
_ ^____ _____/_ _ ;,",,___ ____,___,_
_ ______,___ i __,_ , __c_ _' _ _ e n " ______,_q_
____,',,_,__,, __,____'__?___'- _____?___;,? n ,_ ,__ n
_,,_s__,__^,___,_,,__ _,'___/,_xm__n ;^', ' __,___, _ 0__ _

_uó__ 0'fo_s exudion_ eJ __i- _ Io Edad Medio, Ios _robes siguieron
miento _ _s os_os en el ___ot_jo _ estudiondo Io motem�_co  wbre Io _se
__ om_l (si_lo XVIJ. en los conocimientos griegos.

vo__MEN 0E uN rRoNco DE _____DE DE B_sE c_A0_DA

_,?''' ''''^ __ ___
:// v ~
_' _ ___ , '_'_,"; V-_ 'Vv_'
_' 0 __~_ h 'Xn?''n _ _n;' 3 m__ _ '

' _' :_'___'u, d_nde h es _ '__' __ de la __ 0 y b _n
__ _ n __
?_ /l' _ _lo__de_d_lo6Iada5de_'_' ___,_
' b __qrad_), _,,,\

En la rnatemá_ca egipcia de aquel entonces no habia de F_ni- ' _ ,
ciones, 0'omas, teoremas ni sus demostraciones, la exposición ' n
de los conocimientos rnaternáticos se reducía a ejemplos y pres- _ _, '__x, c , _ _,
cnpciones destinadas a la solución de probleInas aislados. );\__ __ _ :\ ' _ ' ______m; _ _
' / . . ''__, ___\ ___;,_, ?_x _ __,, /'_'
lne_nbargOteldesarrOllOde _a_eOme aCOm0ClenCla UVO vXt_ , '_ _ ?"' __V_^____m?_ ___W__,, /,__ _ V
. _ _, v__, _ _;_, _,_ _, ,__n^m4_;
ug_pjncipalmenteenlaGrecia0t_euataMse ibaacumulando ;_, _ _ ,,??__,s__?,_?__' ? _,_ __ J ,__ ____,;,,,,_
datos sobre las relaciones métncas en los tná�  ulos sobfe las ? _ ?_'___?_ ? __?~
medjcjones de _reas y volúmenes, relacjón de semejan2a y de _ _C _ _
_ ___
Ias pfopofcjones de Flguras, seccjones cónjcas y problemas de _ ^ _ _w>, _ _?
cons_cción. Son los raraones de Egipto quienes edif_c_on , _??? c =_____?___n_? , ____,'__ >
sus tumbas en Forma de pirwnidet por lo cu_ los ag_mensores ? ^' _ , ,',,,,_ ,'
necesit_on conocer ciertas propiedades geometricas de los _. ' '
cue_os que usab_ en la construcción. AIendS. CUnO del COnOcimientO _ie_O_
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_t__;;_?__ _?____n__ _q ?__________m0___y_?___x____ __4 _? h__/ _ Arqulmedes es el pnmer_ o quh_e hl2o un lntento_verdadera;m_en_t;e

__as _ditores G eometría

A EucIides (aproximadamente 365 - 300 a.n.e.) se le _ _
_de,a el pad,e de l, geometn/, deb_,do a s, obr, ,und,mental ___ s
denominada _lementos cuyos trece tomos contienen 465 __%__ ___
_____m_____
__ / _ ___ _____,'
N , _ ___ ___ _
______Sw, ,
teO_a de lOS nÚmefOS y ál_ebfa gnega (_e OmétnCa)N DebemOS _ ,, __,,,_;_ ____,__,
destacar que no solo reaIizó _abajos de rnatemática_ sino _ "'_' __^_'__
/ / , EI re IoJ deI saI Fue empIeodo por primero rez
aInblen de nSlC,, aStrOnOInla y InUSlCa, ,demaS eS en VeneCla
aCe UnOS 5000 OñOS. LO tOmblO del indICOdOf
(l482) donde aparece la primera edición impresa de sus obras rerticol coe sobre uno supe_cie groduodo y
, / se _a moriendo con el poso de los horos.
al tradUClfSe del _abe _ latln.
Durante dos mil á�0s  la geomet�a  rue estudiada por los elementos de Euclides por ser el único
manual de geornet�a  en las escuelas de todo el mundo.
En esta misma época vivió Arquímedes de Siracusa (287 - 2l2 a.n.e.) que es considerado el
intelecto científ_co y matemático más excelso del Mundo Antiguo y también, en nrtud de la libe_ad
de sus métodos, el pnmer matemático moderno. Luego de estudiar en Alejandría, volnó a su patna
p_a dedicarse a la Geomet�a,  Mecánica, Física e Ingenie�a.  Demostró que la supern_cie de una esfera
es cuatro veces la de uno de sus círculos rnáxirnos y que el á�ea  de un casquete esféjco es igual a la
super F_cie de un círculo que tiene por radio la recta que une el centro del casquete con un punto de la
circunferencia bas_.
_ problerna al cual le atnbuía gran importancia se encontraba
;_, ___,, _,, en demostrar que el uolumen de una es Fer_ _ns_ta en un
,,, cilindw es _ual 0 los _/3 del uolumen del c_lindro.
_5___, ____ / _ N _
___ m
___, _n_ _wS_ X _ __ ;' positivo sobre el cálculo de (piJ asi_nándole un valor de 3 ( l O/7 I)
,__ __ M _', _ _
v__^ _,_ _ _vC m_ _ " _3,l4l.
_,%,_c___C__,__'/ _ ' _ )
_,,, _" '__, î __ y ' M _ _ esta época nnó también el maestro supremo del método
_'__,__ ',_^___
__ ____ __, _?___ ___-__,_ cc -_J x sintético en geomet�a  _olon1o de P_r_a (260-220 a.n.e.).
_, _ __m_, ,,mv ,y ^, ,,_ ,_
_?___,,, _ ;_'___, _ ', /_, __ En ese métOdO deJÓ mUY POCO qUe haCef a SUS SUCeSOFeS,, '
_,,, " _ _h w/, _, ,e / ./ / ,.
_, _m,__ , , _ _x _/ _'_ aSl COmO am len en a e Ome rla me nCa d_ laS C0tnlCaS'
___,,,_ ?__ __ ___, _,_ __, _m__,__ Apolonl_o estud__o/ en A1e_Nandn/a y luego v1Ns_lto/
,__^_?__ n__
habían construido una biblioteca y una universidad semejantes
EIastroIobioesuninstrumentoparamedirlo a _a de _e_andn/a Es a__/l donde A o_onl_o esc_NblNo/ _a __
altura de Ios ostros. Medionte eI o_tro Iabio
c se podíon oplicof Jos t0blos de decJinac_ón ediCiÓn de SU famOSO librO SeCCiOneS CÓniC0S, qUe COnSta de 8
_ISol. _ibros.
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CAPíTULO l Resena hi_tórica y conceptos previos

Fue en el siglo XVII que se retomó con rnayor intensidad el desarrollo
_,, de las ciencias y las artes en Europa de la geometría. En la primera
, ___ __ Initad de siglo xvIl, René Desca_es (1596- 165o) rllo/soro, rnatema/ tico,
, ?_, ___ _?5__nn
'' _ " ___ _ ' _n _ físico y Flsiólogo francés, propuso un enfoque cornpletamente nuevo
_, ,_ _ > ;__? __,_ a la soluc'_o,n de _os p,oblemes de geomet,/Ia _as lNnvest'_ga'_I
,_ _,,\ __ __V_;
,,, ___'_ _ P ' ,, TnatematlCaS de DeSCa,teS eStan eStreChamente lI_adaS a SUS trabaJOS
__^_%__,____,_,V __
_,m __V _ S _ F_losóncos y de física. Al crear el método de coordenadas, permitió
_"____g,'_,_, __c,,_ _' _ V ?' introducic en la geornetría los métodos del álgebca y postejormente del
_ _,?__,_ __,____ _, ___ , _?' ',_ ana/l'_s'_s En l637 Desca,te,__nt,oduJ_opo,pr_lme,a,ezen Iageomet,/l
,___,;,_,__?_,,___g___, ,_,?_,g'?,, ' _ ' ' ^ l''
'____ _, _ ,, _,__n ___,__;w__, _,,__',,,__, ,__,___?'___ ? _,, '_ _ nO''O^'' d' V"''abl' Y d' fUnC'Ó", Y" qU' Pa'a ' l l^ VaF'abl' " 'XPf'S^
_;_, ^ _?9'_ __'?_?_,_?__'__'_'_ __ '_^ . _ . d . . .
^ _ ' ^ COrnO Un Segmento e Vaflab e OngltU e lnYarla le dlreCClOn y COmo
RenéDescartes
(1596_ J_soJ Una Varlable nUrnérlCa COntlnUa QUe reCOFre
un conjunto de núrneros que rorman un , '_
segrnento de coordenadas. La i_nagen de variable doble acondicionó la
penetración recíproca de la geometría y del álgebra a la cual aspiraba. _, _' V__ _ ?
La vanable cartesiana fue el punto de viraje en la rnatemática,
dejido a ella el rnovimiento y por lo tanto la dialéctica Forrnan pa_e de ^ _
las matemáticas. A partir de este momento, la geomeE�a  se desarro_la _ _,,,__,_,,%c,
__, n, ?,__m?^_,__ì___, M______^'_ ,,,
lmpetuoSarnente y apareCe la geOInet�ía  analítlca, en la CUal _0r eCuaCl OneS __ ___ _,'^___'_M_ ____'
_3______ __'?_v ;_9;,
aIgebraicas se investigan las líneas cunras y _ __^?'__^ ___- _ ,
___ _ _?',,_,
,n__,v , las superF'cies. El método de coordenadas _? __ _ _________',_,
_,,_,__"''' _ _ __ n,___
_', ^C m__ creado por Descartes se consjdera como _ , ___ _ m_
5,:^ __" ''" , ^ ' _ _ __? __ '_
, _ __0_,_,_, ,,, __v su logro principal en la geome_a analítica, p,,
,_'__, :_,, _,, CienCia qUe fUe elabOfada pO, él y SU (I60l-J66SJ
u ,_' _Mn___n_ �'?,,  cornpatjotaPierreFermat(l60I-l665).
?_,_ ^__,'5 _'' _ _, _ ;x,, __n_' ,? L, geomet,,/a p,oyect',,a ,Nln_e/ t,,Ca ,e,pue/
_, __,__,_ _, _e,_,,__aq,_q_,q__,,s,,,, _ _ __
?�,h  _ L_,,__,,,,_ " Bl8is Pascal (I623- l662) languideció hasta principios del siglo
' ,_^ XIX, periodo en el que se hizo rnuy popuIar entre los ge_rnetras
__'_'_^ que no gustaban del anáIisis. Esta geometría estuvo descuidada
durante e l siglo XVl I I has ta que La2are N. M. C8rnot ( l 753 - l 823),
de origen fr_ncés, dio grandes aportes en sus obras Geometr_e
! de posit(on ( I803) y en el _ss_ir sur les tr0nsuers_les ( I806).
Este genio militar en l 793 salvó a la Revolución Francesa de la
OlSPatCaI
(J__J_J66_J coatición de reaccionarios de Europa.
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_r__ Editores _ eomet _ía

_ l748, el sui_o Leon_d Euler (l703- I783J codirlcó y amplió la
obra de sus predecedores, tanto la geomet�a  plana co_no la del espacio,
quedando prác_camente perfectas, salvo la introducción en l827 de las , _ ,
coordenadas ho_nogéneas, aporte de Monge, que ahora se denominan '
ecuaciones diferenciales. __,x/ _
Otros de los inventos del francés G_p_d Monge (l746- I8l8) fue la v%?_,
eo_net�ía  descnptjva, que tiene menDs intereses matemáticos (análjsjs de 5 _
eCUaClOneS dlferenCl_eSJ per0 CUya lmpO_anCla radICa en lO teCnOlÓglCO_ _ _
El plan de Monge de represent_ los cue_os sólidos en un diagrama plano _
por medio de dos proyecciones pl0nta y eleuacjón situados sobre planos que
eO_OfdEUIef
onginalmente formab0 ángulo recto entre sí antes de ser abatidos facilitó ( / Jo3. /
la percepción de las relaciones espaciales, y proporcionó un sistema gránco
/ _ uni Forrne para resolver problemas corno el de determinar las cunras
que Forman dos o más superflcies aI ser intersecadas. Se concluye que
Euler y Monge ech_on las bases de la geomet�a  diferencial.
,?M_ _ /
, __ aleman C_I Fne_Ch G8USS l777 - l8 5 eS COnSldefadO UnO
_,_,_ _
, ___,_ __ de los matemáticos más grandes de la historia por su aporte en la
_' _ geomet�a  _ intentar demostrar el quinto postulado de Euclides. Sin
saberlo, estaba dando inicio a otras geornet_as no euclidianas.
La g_ome_a comen_ba a d_ sus pasos como ciencia y sus
pnmeros resultados descnbían las propiedades de las rnagnitudes _sic_
' _,_ __^"_
__ __ ObSenradaS. Hasta la SegUnda nutad del SlglO m la _eOmet�a  Se dedlCÓ a
CorI _ Gauss las relaciones y l_ form_ de los cuerpos del espacio, cuyas propiedades
(I777-I855J ,e den,nían po, _nedio de 0'omas fo_ulados po, Euclid

Entre estos axioInas, el axioma de las
-M-_n_�  5s_Xv_,'? _-_'__^ Y_f_a _ ,_
. N _, J _ ' ,_ __?_ ____ _ ?d f ??
x___w_ '_,_;_5 ___?_>c mc,_m __'_n" ^" __ _-
_ _m_ '"_,_,__'' ___ __'_ __s --_
__ _,,,n__'_" __,? _ _%m n_y '_v __ v:M_,
.al de Eucl._des o, d.,,.d.,,_a en do, pa_es __- _,, ;__, __ >_ ___ __ _ ?_ , , _ _ _ _ _ _ " V - ___n;,q, _ -
' v _ _, __ _?',__;, ,v ____________'" __ __ S___/_y _0 __ _
unapa_e constade teofemasquenodependen ___ __ ____;_'__ ,,____ _x''____ _x_m ,_____^_.__. '___ ____ ,,J_v,__,_ __
,?_ ,__q __ 'n, ,____? ____ n_/, __-^_v_, __ _'_;',M'__'': /'' J _,, __ _, _ Cv_
delquintopostulado,mientrasquelaotrasí,esta __,?,'__'_,' _'_ _ ___,__?_M__/__5a__ 2__^__ ___ _s___ _ _
;_______ _' ;_?_,,? ,?_,,,___,_,_ _k î ?__;_,n_
contiene teoremas, cuyas demOStfaClOnes se __ ,_,,__m____ __w_? _________?___�
_; __ 9,,,_, _, , __ _ __no_,___n' ,__ 4 _
basandifectamenteenelaxjomadelas aralelas i__; __' n_____,__,,________m________, __?____,%,'__;, _;_ _ ___,_?"_?
_ ' _ __:____,,__ ___,______; ,, __ ,F'__'_ ,,_m,___
. ' __ ____ _ _,, _ _ ' _ ,aßJ_ ' _J__ ?_,___?_\_
oblenenlosteoremasdemoStra os. ___,,5___,_ - ^_ ,__'_ _' __n__^"___\_,_, __ ,J,___, ",___?___\
_W,,_%_ ; ,_ _v_,, __,___m,__,__, _,0 4_ ,,_ _ _\_\_
NaturalmenEe surgía la pregunta si no era _^_,;,x_ ,_/,,_,, , _ vn_,,__,,_ _ ,_,__c,___ ?,___,,_c _,,__c,,_,v !c' _____M_\ _ _i _ s_'" " _
v__N_M v, __n_ _J ' _n _ __ m_ _n" ' '\\
posible librarse del quinto postulado como
' Grobodo ( I5_5J de AIberto Durero que muestro o un pintor que
_'orna o demostrarlo. yt,.J,.2o J, homo_e,,., p,,, ,ep,,d,,,., obJ.
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Las tentativas de demostrar el axioma de las para1elas dur_on más de dos mil á�os.  Casi todos
los eminentes matemáticos probaron sus fuer2as en la solución de este problemaf mas el problema
quedaba sin resolver. Para salir de esta situación y encontrar una vía correcta a la soIución del problerna
era necesano no temer a en Frentarse a las personalidades de prestigio, Eener un espíntu revolucionano .
y una gran audacia científ_ca.
_ matemá_co ruso N_kol�i  I. Lobache__ (I792-l856) resultó ser el
revolucion�no  de la ciencia. Pbr pnEnera vez, N. I. lobachevs_ se inclinó por
_ _ /_,, establecer ngurosa y cientíFIcarnente la infructuosidad de l_ tenta_v_ de
, _' dernos__ el 0orna de l_ rectas p__elasf adem_ de demos__ que es
_ __ _ ,'
_?;, ,_, _ __ _ imposjble deduc_ la an_acjón de estos a _j de los _'omas de Eucljdes
_?__c___,' ,m_'^_'_'Y_
, ___ '_ ___ En l826 N.I., Lobachevski construyó la geomet�a  que _ene por base un_
, _ , /, ' sistema de axiomas que se diferencia del sistema de axiomas de Euclide,_,
__,
SOlO en el axlOma de laS reCtaS paralelas.
_ '
_ __ Como resultado apareció una geomet�ía
_ ____,__ lógicarnente no contradictona, que se _ x v,__ _ \\
___ __ . . . .. v'
l erenCla SUStanCla mente e a eUC l lana. ___,__
Las ideas de N. _. LobachevsM eran tan _ , ______'___n?__,^__:_,___v__' _ '
Nikoloi I. _bache_ski onginaleseinesperadasyporestaradelantadas _ _ ,
( I 79_' I 856I a su sjg_of no fuefon comprendjdas incluso por ''___
los grandes maternáticos de aquel tiempo.
Lobachevski, insigne profesor y rector de la universidad de Ka2anf
se ocupaba incansablernente de Eodos los asuntos de la universidad.
Trabajaba constantemente por mejor_ la ense�anza  de las matemáticas
en, las escuelas, escnbió manuales de álgebra y geomet�ía,  condenó
_ernhardRiemonn
siempre a las personas que no deseaban trabaj_ debidamente y aportar
lo máximo posible a la sociedad.
Después de que las ideas de Lobachevski
/ ^^_ _', _ ganaron notoriedad, su geometría ___,_?,,,_n____; _; _''____'_q___ ___ __,,__ , @,_,____? s
__c _ ' empezó a desarrollarse impetuosamente, m_m_,y _\ n ___!v;?
_? J_ ^_>_;? _?F . . , __ _, ;_' _''____ ____ _' ,m_
, ' ___ ,__c _ eS_eCIa men e en OS ra aJOS e a ernan _ _; , _"_ __C__ _ _ __g_,?_
w ,_ _,_;;____m^_ _5__ _ ____,
^' ''!, _ ern af emann " t _ e y ______,,_____ ,, ;; _ __^_ v_'_s
_,, (1821-1895)_ Felix Kle_n (1849-1925) y _, _ '/__ _ __,___/__ '
_ n Da_., H,._be_ _g6,_ _g43 c ' _ ,_ _,, __,_ _ _ _ ' _ _ "_ V " _' ' _ _ "
, _ ' __ , :,, _ _ _ ' \ _ _qN
,_:' _ , ? Los trabajos de B. Riemann adquineron un '~ _ __,_ ;___,,_ , _,__, '
, _ , ,, " ' signif,cado especial porque tanto sus ideas y ; ,, ___x ^ __'^_^_,__ _/
' ;_, _ _'_'_ _ como las de N. I. lobachevs_i constituyeron ' _M \ _9 __ :,_ _ _,_^'' '?__'_",'',
n,,,-d HJ-Jbe,t la base matemática para Albert E1nstein AIbeft EinS_ein
(J86__ 19g3J _g7g . 1955 ,u teo,/,a de _a ,e_at,_,,Nd,d. (I879' /955)
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t En _854 R__e Enann l_nvento/ la eome_/a es_e/n_
se realizaban las hipótesis del ángulo obtuso de Gerolamo Sacheri _
(1667- _886).
Las geomet�as  no euclidianas de Lobachevski y de _ernann ;
integran la ciencia modema y encuentran apticación en la solución ' ,
de los complicados problemas teóncos y prácticos de la rnatemática, ' _? ,
de la f_sica y de las técnicas modernas. N_ obstante, la geometría de ___,'__,_,
Euclides consenra su importancia en Io que se renlere a la práctica, en 5_____?__, '_ n,
la construcción, en la técnica y por lo tanto, es objeto de estudio en las _,,_, _?,__,_,,__ 'n_,__'_�_n;_n
- anza genecal y de pentaJe. _ ,,,m,,,m,,a,_,_,:,' _;____,_ __/__ _, '_,__? ;__s_n_____, _n_,_,,h___; __a__
COn lO planteadO ,,,_,,_,,_',_____'
podemos decir que
__0Q la geomet�a  no tiene Supemcie de _emonn__
______v__?_'_ ______,__, _ 0 _ F_n debido a que en el
transcurso del tiempo, el hombre se encuentra con una
_pdcio ''p Iono'' cIósico se_e de djfjcultades nuevas y al querer solucjonarlas
crea nuevas herrarnientas, lo cual da ongen _
surgirnien_o de diferentes geome_as (euclidiana,
_ no euc!idiana, proyectiva, descnp_va, an_í_ca y
_ _ _ diferenci_J Actu_mente vemos una nueva geome_a_ 0 0 0 C _
d '
enOmlnada _eOme_a _actal qUe fUe deSCUblerb _Of
__? el pOlaCO BenOit M0delbrOt (l924' NNN_) en el ÓO l975
_ con ayuda de la ciencia (cornputadofa) Esta geome;�í_
Uno r_esentoción de un es_cio cuNo
eSta abaTCandO Varl0S CampOS COmO la anatOmla,
econornía, lingüística, etc.
_l desarr_llo de la geomet�a  y sus aplicaciones en las distintas ramas de las matamáticas y de las
ciencias nat_íales evidencian la importancia de la geomet�a  como uno de los rnedios más profundos
y fecu_dos' _or las ideas y por los méto_os, en el conocirnie_to de la realidad objetiva.
La ciencia mateEnática soviética siempre prestó gran atención al desarrollo de la geometría
logrando en esta rarna del saber notebles éxitos.
__i,mc ,,___,e,_ _ __, v_' _ ___ mx_ __c
'_______-_,__v _, __:_,____x__ __
_ ,__ _ _' _ _ ,_' _ __ , '__ _q_ m_ ,_-___ ____,_ _ _ __
___ ___,_?_ ;,, ,_;'^! _ '_ _ _ ,__ _ 9_
_5 \? ___v___ ^ -? _ __ ,?, _ c _
N, '' l, _ _,,,__
_ -_,_ '__'v_/__ ' _
___?____,4__ ' :_ ,"_ �  ;
_;w;_____; ___ ? ^ ''_- _ ; _ ' _ _ __,
,__________ ,__,_ _ _
.__t_�_____  S_, 5 n ,,__, ?__ __
''__'_ ___ . __ __ _'_ __ ','_, n
___ _____ __^
_'4nG __ __ ___

figurds froc_oles ob;enidos por lo computodora
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CAPíTULO l Reseña histórica y conceptos previos

C0NCE__SPREVI0t _
!_ fl_URA _EOMÉ_RICA
Denominamos r_gura geométrica a la abstracción que se obtiene de la forma de un obJeto real o
inexistente, cuando nos referimos a inexistentes mencionarnos _os casos del punto, l_ recta, et plano,
la bisectnz, el diedro, el triedro, etc. Figuras que sin embargo podernos representarlas.
Una ve2 realizado el proceso de abstracción, para obtener una F_gura geo_nétrica, esta se puede
representar sobre alguna superr_cie física o en el mismo espacio euclidiano. En cualquier texto
podemos observar representaciones de flguras geométncas, inclusive al observar un cuadro artístico
bastante complejo podría dar como resultado en nuestro pensamiento una f_gura geornétrica.

F___g_mé_c4

._/ Obieto
>a__0 _ n ,_se_a_4
_

m _____ ?_ __t'_'__n_m____,''_,' , _',__'n'___'m____,__,, ,,_" ','_''_'_'
' _ _ ___?___ __,'_ ",,.,_____t , _ __ ,', __,_; _

k _, ; >,', '_,,, _' _ ' ' ' _ ' __ _ ,, ' , ,, _ '_ ;

_ _q _ , _ _ _ _ ;_ _ _
____v____a^_ __ __~ v y _
R_pre_nta_ón_ ' ^ _

F_u_ l.l
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CAPITULO l Rese�a  históFica y conceptos previos

DEFINIClÓN DE SE_MEN_0
Es la porción de línea recta comprendida entre dos puntos A y B de dicha recta (A t B).
_ segmento de extrernos A y B es el conjunto de puntos que se encuentran entre A y B, además de
dichospuntos.

A B
F_ura l.J
Notación
AB : se lee segmento de extrernos A y B.

__ ',, _ ' _;, ,, ,,','____._,,,_,',_, ,__,s_,.___,__w_____?___?,,____,,__,_,_,__' '_e___,_?_,____,5,,,,,__,,,_,_,,_,__^_,__^';9___,__,,_n_____v_ __"__",w,____>,___,__,,'__, ;_, ____, ,,., ';
_ ,___' ", ' "^' '__, ^_ _._,Ç,,_,,_'__,'^_,;,_,____C,m~_,_,_______,__,____,_____>__,__,,aiu_,_,__?,,,:'____,m__,.,",s,_ i,m,_,,____,j____,,___,_w,_,____,__,^,_._m___,,_?_?,'___"~",'_, _ 9__ ,,,_,'', ;?___, ,, ',,,__,_, ;,, ,,?
_ __,,,_ ',,, __,,,_,,_ _,_,,_c_,,__,,,___ , __,__q? ?m__,__,___,,_,,__q' ,__,,__,___,__,,,__,_,J_,__J,,___,,____y^^_, _.,_,., ; ',,_ ___.____',,,,,,,.^_^,,,,,,_,__,__,_____,,,_,_,,,,?,_,_____C_,?,__, _,_,',?,,, _ :, : ; __; ,_,, ,,,, _''_,_,__,__",'_,,,'_,J,,_,
_, _
EL VOCABULANO DEL RA2ON_lENTO GEOMÉTNCO
L_ nociones Fundamentales: cuya existencia se admite sin demostración; aunque a veces se da una
de F_nición de las mismas. El punto, eI plano, la perpendiculandad o eI para_elismo son ejempIos de
nociones fundame ntale s.
_om_ (o po,,_adog). hechos ,_ndemostrables que se adm,_ten ,,Nn ma/s ,_,st,_n,cac,_o_n _/,mp_o.. _,
por cada par de puntos pasa una recta y solo una.
Los teorem_: conJuntos de hipótesis-conclu.siones que exigen una demostración o prueba. ;
Los matemáticos distinguen van'a, catego;as de teoremas_. _

_ Los teofemas fundamentales. ' . _
__
_ Los le _nas; auxiliares cuya deEnostración se antepone y hace posible la de los teoremas más _,
generales. _
_ Los corol�nos_  teoremas anexos dedu_ibl_s jnmedjatamente de teoremas más enerales. _

Un ejemplo especialmente importante es la demostración por reducción _l absurdo: método
matemático que dem_estra que una af,rmación es Falsa deduciendo de ella un absurdo _
.,n,esto _;
_
na teoría matemática es un conjunto de teoremas que se enlazan lógicamente, y que se apoyan sobre _
las nociones Fundamentales y los axiomas. _
La modeli2ación consiste en asociar un rnodelo ab_tracto matemático a una situación reaI dada. Si el _
modeIo es adecuado, comporta un notable ahor_o de esfuerzos y per_nite anticipar prediccianes sobre
el desarrollo del Fenómeno reaJ.

?, , _ ;M, , .;_ . , , _ __wv___x________________ _ _ _ _
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Es necesana la abstracción para estudiar número reat. Esa es la r_ón por la cu_ el conjunto
cie_as coriespondencias una a una, que se es con_nuo, es decir, no existe ningú�  vacío en_e
pueden establecer entre el c_njunto de los sus elementos.
números reales y el conjunto de puntos de ' d(A;B) �  IB-Al distanciaentreAyB.
una línea recta. Estas correspondencias las ,
relaClOnaremOS COn nÚmerOS y pUntOS, e Inanera
que un par de núrneros proporcione inforrnación UnespaciométricoesunconjuntoMnovacío,
de la dist_cia entre un par de puntOS_ de elementos denoIninados puntos vincu_ados a
En la flgura l.4, R es un campo unidimen- un número real d (i; Q); denornjnado funcjón
! sional y _ es una recta dada Cualesquiera, inde- de distancia o métnca del espacio, asocia_o con
pendiente de _. cada par de puntos P y Q del conjunto M, que
cumpla los postulados _iguientes:

PostuIado I d(P;QJ>O_ siysolo siP_Q

B 5 postulado 2 d(P; Q) __O_ si y s0lo si P _ e

Postulado 3 d(p•, Q) -- d(Q_, pJ
A
Lo cual nos permite demostrar el siguiente
teorema.

Teorema
d(P: 4) _ d (P_ S) + d(Sî Q)
___ ^__, _ :__w_q,,____v____;___~___v___^^_,__^____,_,___^___?_,_?,,_,, _,' _",__,______',__t'___^___'_m__C_?__e__n_?__,n____' ,_,, :__",^______m",Y?_,> ___,' 'ß_ __>~^,^_,5^?
?m __c _, __ _, _ ___,?m,n _ ^;, _____ _ ' __L _,______ _: _ C__'T,_ >n _ ____' ___ _^ __ _ _ _', _ _ ?__',_ _ _ __ ___ _ _ _ _ ___ _, ' _ '_?_ '_ ~? __,, _ __% ___;_ _ _ mS_ %%_ __ ' _n,
_ __ __n_,___c__,___,__,_____'__,_ii,___,:e;'_?^________?__'___^___,'; ''__5_,___;____,_,''',',_?___?,^__,'__',,?_,_, ________^?_^':,_ni^'___q, ,__,_,_%__,_s .
_,,__ _'' _"_'_^"__W'____""_'^~_______~"__, On e , y SOntfeSpUntOSCU eSqUlefadel
_ puede ser un campo unidimensiona_, _ con;un_o M, ,o necesa__ente d;s_;ntos. A d;ch,
bidimenSi Onal de dimenS'Ó" n_ " relación se denomina desigu_dad __gul_

A es un punto de la línea recta, al cual
considerarnos que le corresponde el nurneral 2 y Demos_ac(Ón
de igu_ modo se establece que aB le corresponda d(P; Q) -- I Q - P l de Flnición
el nurneral 5; la distancia entre A y B resultará d(P; Q) = IS_P + Q -S l propiedad de
uivalente a la djst_cia entre 2 y 5. la adición
El término distancia es aplicable CUandO Se Us_do el Teorema de Schw_
_la de puntos distintos sin embargo, hemos de Ix + y l <_ lx f + l y l
_tablecerqUeentreelPUntOAYelm_SInOPUntO _(s-i) _ (Q-s)_ _ Is-il+ _ _-sl
-_ no existe distancia alguna. d p. < s p + s ,o _.
_r consiguiente, indicamos que a cada número ' v v t,_s_. t_.
e corresponde uno y soto un punto de la línea
ata y cada punto de la línea recta es i_n_en de un __ d(P; Q) _ d(R; S) + d(S; Q) l _q_Q_d _



__s___v___?_d__d(R_ ?p____/?_2)_ (, ,,_y__2,Q___)/ ,,?(__p___,,Q__)2_, ___a_? ppeoredd_((_pp_aNt_Q)3_>0od_(p Ft__Q)Q__J_p+JtQ_5d(sNtQttJte _Q_M _

lumbreras Editor_ - Geometría_

,,__ , 9 , _ ;' ,,,,_;,,,,, , _ __ ,,_'"__,_,'_',, ,',q __^_e;__ __> m_ ,_, , ,__ ,', _ plicación 1

,_, ,_m " " -- --__-__^__~ ___- _ ; Sea el conjunto no vacjo M de todos los
'__ El teorema de Schw_z es aplicable __ nu,,ne,os ,eales adema/
_ en t_os los c__s del espacio mét_co _, pe_enecen a M dernuest,e que _a FunclN
euclidiano. n
" __ d!''___.'^d)r!n!daPOC/_(_' Q) -- lX-Yl (d'''0C'"

la función __ tancia o métnca más usual es
la dist0cia eucli__a que en _n se estabtece Resolurión
corno ;
S=z ;
d (P_Q)''_/(x_'_j) +(X2'y2) +_ __+(X, "yn) _ _ ' ' ' ' ' ' ' ' ' _
P_--_--' '-'-
siendo _x y -_ = ( x

, ; x__ ; _3 ; ...; x J y Q = _, ; y, ; y3 ; ... y,)

Sin = l,en_
Uf0
d(\P_Q)= I_1-y_l
Si la Función d(P; Q) es una métnca, debe cumplir
In= _. enR'
con los postulados establecidos en la def_niciónn
2 2
, Q )= (__-y_ +x2-y2
OS_ladO
sin= 3_en d(P;Q)> O
r, 2 , lx-yl = Osiysolosixxy deflniciónde
d_R Q!_ = J(_f -y_) + (x2 -y2) + (x3 -y3) . valorabsoluto

, ? ____ ,_., ,,____??>_,,, ;,_,__v,_c_,_;, _,,,q?, Postulado2
_ 00___,,__, ,______,, ,,_;,_;,__;______,__,,___,_;_,?___,,', _ __', _'_,__'__,,_,^,,.;?_,;_,__'_,__:'n,,_'__,_,,,,,;_,_

0c __oxn_s lx-yl �  Osiysolosíx=y derlniciónde
En l __ el matemátjco francés M_unce valor absoluto
_et gener_izó la noción precedente de
OStUl8dO
tancia a conjuntos enteramente arbitran'os
;Q)>
e elementOS. FreChet Se re Fl_O a d P;
como la ,e _acl_o/n de p ., e_ es ,,,_o IX'Yl -' IY_Xl teO,emadel ValOfabSOlUtO
mé_co _ece haber sido eInpleado por T
p_' era vez por FeM HausdoM. d(p., e) < _ -_ d(p.
__ HausdoM (Breslan l 868 - Bonn l 942) ?
Sl (S=_ eM, entonces Ix-yl =lx-y-zl
j, e Un matematICO aleman qUe _UbllCO _
e_ ljbro Fundamgntos de l_ reor__ de lX_yl_IX-Zl+l_-yl
tonjuntos En esta ob Fa HausdorF( injcja su l l l
' ^ d(P;Q) s d(P:S) + d(S;QJ
-f _sición a pa_ir de la noción de entorno, ^
' h_ta coInplet_ un estudio topológico, cuyo C Dado que d(Pi QJ = _x - yl curnple con los
_'_ obje___o (undamental es hacer de la topologl/a postulados establecidos, entonces d(P; Q) es
_ una ciencia abs_acta deductjva. una métnca. También se puede se�alar  que el
' n __c _ _ __ _ _ , _v '" par (M; _ es un espacio métnco.



t_ _dp_o_ghlladyo00________f_____N___n__yd_e_l_d_l__s_t__ cl_alxd2e_flyn2Nllda __dllx(yqp2___Qy)21_ <tl__xlQ_2____d211(p+ltt_sl)y_zJ2_y_Qlyl+(24___N32J_4yd2(ls__c_u(_)m_)p_e

cApíTu Lo _ Resena histórica y conceptos previos

_jemplo J Postulado3
Si P= 2; Q= 5 d(P;Q)=d(Q;P)
i Q lXJ "y_l + lX2'y2l __ ly1 _X) l + ly2_X2 l1 la
2 5 igualdad se establece por los valores absolut_s.
F_ur_ l.6
Teorema
d(P; Q) = l 2 - 5 ! _ l 5 - 2 l �  3 que representa la d(P; Q) 5 d(P; S) + d(S; Q)
diSt0Cia eUClidi_na de P a Q_ sj (s �  (zJ _, z J) _ M
t, Aplicación 2 y IXl �yJl  �  lX)-Z1 +Z1_yl l1
! Silospuntos P=(x_;x,) Y Q--__iY,) Pe_e- entonces Ixl-y_l_ lx_-__l+ lz,_yJl (l)
necen a M que es el conjunto no vacío de Tamb__e/n
todos los pares ordenados de números reales, x _ y __ x _ z +, _
ernUeStre qUe la UnClO
por(P;Q)=lxl-y,l=lx,-y2lesunamétrica. Z ' - ' 2
Sum_do las inecuaciones (l) n (lIJ tenemos
ReSOlUCiÓ_ lx_ -yJ _+ Ix,-y2 l<_ lx_-zJ l+ lx2-z, f+l z_-y_ f+ lz,-y2 lY

1 Q Dadoued(p.) x +x
con los postulados esEablecidos, entonces
d(P; Q) es una rnétnca.Y

2 EJemplo_
_ _ _. _P Utilizando la función distancia
X2 x d(Piß) '- IXl"Y(l + IX2'Y2I_
0 ! -! x determine la distancia de i a Q, si
P = (x_ ; xJ) = (I ; -l)t Q = (x2; y2) = (4; 3)
__ur_ l.1
Si d(P; Q) _ Ix1 - yJ l �  Ix, - y, l es una métnca, - - - -'-
debe de cumplir con los postulados establecidos
en laden_nición,

d(P; Q) > O por ser surna de valores absoIutos
yPtQ.
i -----
d(P;Q)_ O '_

lx,-y,I = O n lx,-y, l-- O d(i;QJ_ _1-4l+_-_-3l= l-3l+l_l
_ X) __Yl t X2'"Y2 eSdeClfP''Q dp. __ 7







_t _t____l_? _ ?___me__m____? tc_r_,__?t___n_q_?____,_,____n__,_,__ ,>, _ _ ___ phe____4sq_ _y ng_____qqtapl,______ty_ td_&2_0_y__/t/tlaFa_pr0barve

E__ __ __ At_andy F_d__n y e_ m_m__ _lga __o_ lem_tre. en l 922 y I 92F
\"_ r____, m_ qu_ l_ gal___ de_ __ _pa_da_e u_ de a_ a __ de q_ _
iba m _0_ de _ i_ic_ y la 0b__i6n inmed__ _e _n _u_o Ne6rico. a pri_ __
_u__, _ c_p_ m_ _e ___men___ no e_ a1g0 p_o camún y por _ n_ _u_
4_uaI __ q4e lo _e __ i_ne_ti_aFes _ad_nos ___n ha_, c_ l__ i_ y _l puede _mî
m_ _ c0mpindy __o_ la _tFu_n _ del urìNersD.
_ ' _________,____,__' m _____'^,,_,,,_'_____,______ __"_
____, q,m___,^,,,,___,,_,___m_____,?__n/,m __q
C ^ _ __?___,__,,?__'î_,,_,_ y_____qM%,________ _s
_, _,_ , __, J ? ?_ _?_, g,______,_
__ _% r _ __s_ _, _, ,L ^_,__%____ ^'_?S
^ _n ___ , ______, __'____ _ ,___, , ,J _ ,_q_n _v __v_? ?__
_ __ ____ nc_ ,, _____,C,__y____''_,u, ,_,,,_,,,m_ __,,nu_ _,_n,_,__, __,___, __n,____
_t , _,_,, ' __, ___ _,,_ _\_;_ ____,_?,n__,_n?_,_m____,,5__~,_u,__,,,,_,__,,___m'_,^_y__?,;__sM___;
' __ _' ?_''_^__ ? _,___,___,_ _____,_m_,____,______^___,i_,m______/, __,^__;,,_____________e_____,____, _
? __? ___'__,'_^_____M_,___,_______^_,___^__,,%_,,,,_,?,__~_nv__x_'m,,n_____ ,,?,_,___ ,__,___v
AgJe_____' __erosds _t_0 _ u_y_ _l _o dg
_e_5 _m__t_i_ _n_ _n _ __t,_a __,_
e_ii__n_er______

_ ____ ^,,__, _o èjèmpt0 __ nte de c@Ta a__ la gea_' a _ F(s__ to
_,, _m _e____m____ ntta_h�  ___i
, ,^_^_,,,,;,___,_? __l___' _ _r&__a_ec_aa_deun_ __vo,_sdeci_,q_n_cen_
_ ~ \ _'_,_ ,_, c__y_n_me_te__enNîCó_puedell_aes_coMlui1m_,
_ __ _ _ __'_?m__?' tiel_m_de_deunaestreIl_s__nac_tquíero_5eFnci6n_uma_?
h _", _ _ _:_ , __, La r____ _ de nu_o en la _m__ De i_a1 m__ no _e puede
_ ? _ ___,_^______"__, 0__un_jeronegFa,_serunaesbe11a_d_y_m___ad
,? ? ' _i_m_.Sinem_o,lo_nose__0_sse_eídm_í_epuede
_ ___ __, d_r de )_ _ te6rio5v _ pri__ _ de _ ___ de
_ ,,, IM __ro5 ne_oe _ _ranenEe _t4__ca y l0 q_ ____ hi_
____ _ Haw___n fue _ _a ___ m _
n__n__g
___ b__ _
_____________ _____,__0e 0__c_a
__^_' ___________ _____
__ __' q ______.___0___a__ _ea_____de___
_____0 0____ _____ '__,_m__ _____0 ___ lJna____ _'a0, _
_u0_ 0' 0_0__ __ _0_ ________ ___ef_00__- ,_ 00 ______
_X _ __'' _ ___' __________ __ ____ _

_m_de1ab6n ,/, '
Y_ _____0 _0 _ ___ _i�  ____ que no _ __, 0 _' u_
_' 9__ _0_____�i______  _ _al___pq______,_0_ __
___ '__ laene____i_tViælm__ pWo____0 __ _ l_____,
___ _ ___ m_n�__  __ _ __ su _' y __ _n a_ ___
_ ,___' ' ___ _ G_ varm g_' _ _ d_i_n _ con_4_ y __i_ _ _lícut_
__ _ 0 d___ _qu_, _ __ _ ___ no sa_ _ ìnte_ _ la refaNi_d _Ql. sina tamb__
_ en _ __v de Ia_ _pac1os _d1men_i_al_ __ibl_.

_



_ J _ su_m_n_h4_l _ da poRQuJE__Es___T_uD|Apmods__G__ol_madE_TR_____A5m___? tmn_______?e__?v,_n___t?_?____v_n_r__x___,;__,,_?__M_h

?
_
_ _
9_ __. p_un_quemucta no_h_______d__ ; ,_ ,,,, ,?,
? __:", ^_____'D__^>______, ?____ ,'_____, n _ _ _
__m__ Y U que_ma_Un_ _eti_Y e_nsi ,,?,_ _,_____J_,,_,_gv__J,'?_: _'
_? _iiU ?_^_ ' _
_ ? n
_ _ c0_in__�ón  _eFem_ e_ por qué y be_cios de __ ^
01__ ,__
t_ _ _me_ su_ de una r@_�d_  _ _mbre _ _
- _0lf0e_la_iedad. , , c?q _' ,
2, _ _e_a nos en_iia a ra2m_, y el h_ adquiFid0 _c"_^ _
_ y __d_a _ pi____ , _ _ ,__ _. _,yn_ __ _
' t'__ __ __ _x_
3. Su e0d�  n0s da f_rnación l__ _ y __e ___ _ '___ ;'__ '_ n__
_ _ ___ _^
teCt_ c_ may0r _0m_Pn^ '. _ _, n_,?_ _ € _-,_____
' ^ _ _ _e^J _ _J _,, ,__ ,,,_n_
9_ E0Tem_m_____r____h_m_yho _ ;, _x_ C_,_,_>,v_,
_lleraafr_eEanatu_ _??
5. Nu___Ónd_1arteydelaa_L�_nre__l_ampl_  . _ c
con _ d0minia de lo5 _0_m_ de l_ r__ ___' _, , _? ___ __, __ _?_
q_ g_d_ di_ermt_ ti_s de reta_me5 _me e_l_, ___?, s^ _ _ _
6, En la n_u_ _e__ _r__ jrmn__ de __ _, ___ _ __ _, _
g_mé_' , ndmi_ ê_ __I___0 _e l_ __ de u_ _ _ _ __ ___
,_ _
c_mena en hexá�on0  _ulaF p$rf_ o _ __ _m
.___ de na __ _. __ _e__ _ n___ __u_ _ _ ___ _
- pl_t_.

, ? _,; ;_ ,____ __ ,_ _/__ _ _x__ __q , , _ _ _ c _
_ __?' ________ __ m___ _,;,q_%___q �  , , , , ,, "
____ ^_ ?_, ____ ,___ __, _a____,___,___9_^c_? __ ^'____' _,,s_, _, e' ' __
' _____Smm_5 ______ v
, ,,_,,____m_,___ __ ____ , , _ ? _^_
;, __' _'___,? _,__,,?_ _, _____

__ _,_^_ '__ _9_,,____

_,__, _ _____ U ___ ____,_ ___ ___ _ y 1 __
P __9m__ ?_" r _x___ ',_____ __,___' '
U_ s_m_ _ e5_r_ de Ids hoJas en ^ _me__ a_I'__ _ m _' ìe r__ _
crMimient0 (f__taKj0J. m _go. \?
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_3'_6 _pFAFq J
_m_____'__m_____?__c____/?_t__?__m,_,_'___u______?_____y__,__?__,__>____,_?_,v____'_,_?,__________?___,__w__,?_____________________w_v?__s_,__t__,__,____,_v_______'_',r_n_______b__,'x/__'___,______r__n,,____'_____,______4____?______mcv__?__,____,_t___n__,_,s_,__,,_v_??__?_w_n______,______m?__c_,,??xu_,_,____ty____r__?_'____,_^__7_____,,____umtu__,t_____l?tc___?_'^,,t_w_'''______>____,__t__,_________xu__?______?_e,______x__m____________st_____,_uq__?___,__?____tn_,,_t____'___,_______t______________________%_________?____,,?____?_______,__u,w__,_,rq_____vtl,____,'_vtJ__,,__,___h5___/____?_c____'___t?_9___tt?________'',____t___0__'_____c_q__0?_?__,_________?_s__n__%_m,___,,,_,___,______,_______c_________,_______\_________t______v________'_n_t,t_9v?,_______,__,_____??m___n?____,?_________tl_____y___?_______,_ny
^v____________t____'n_________x_c______,xt?_________t____e__?_'__'___,,__tvt______________hlly________vx______r____n___t_tv______r_v___n_'g__mt n?__nt,___?vt,___vl,n_,__ts_,,_q__r_n_____y___________^____t,___n/_,/'_,______%__l______Ktt___?v______?__,_/_t__?_______,_____,,_s_''_'__t___l_________y__m\a?_9_n__7_______?s_________\,_,________?_'__\_?____a________?_v_s,_v____________n_0__5s?__,?m?u?'_?_nqf_u t

__ '^O" y,_p,_,,; ' _

m__ pe_on_ _r_de_n ge_etría por-su val_r p__ico_ Qui_ quien 1l_ a ser __
dibu__ te_ m__uinj& c_in_ro_ o_n_0r en piedn o _n m_es_ etc. __ _ _ m _ ut i t i _ d
de lo it hec_s '_rendid_ien geome__ lo mi5mo _ qui_es 0rient_ _u v i da por Ia i_en ier í_ _
a_y_' __, l_ __ de _ _e_, la ciencia o _ mat__i__ ta nav_i__ etc. El éxît0 en __
__ionm d_da c0n_imi�ntos  geomé_N Ds y muchas v_es __ _i erte_ente en e_los_

___,_,,,___'___?_%,,_?,%s?___,;_____,';,?,,,__,'_,;,,\___,,__,___,__ ____?,__ _,_/,,:,.___ __,,;' "', _ __, ___^', _?__ _,, ?_ ___'_' ,,'__'_"e : _%_ % _ ___, _ _;,_, ; _ _ _?' ___;,_ '_,, _?c_, ;,,, __, ^ _ ' ^, ; _ ' % M _ __u_,,, Yv / '_ _, m, _,,vh, /, :,

Çeomet�o  _Jicoda par h_ in_njeros y _r_itenos.

lm_'_n_ c_n_ v_s e_ m�rino  salva su vida an_cipándose de_ na_ragio, con la ___
d___nacj6n de _a ton_jtud y la la_tud. Ex_ conocimimtoe _ _ en __ t_ __ conce _ d_ _e
m_ de veinte _!os _r _hombr_ _ ci_cia_
_ N0 hubieQ _o posjb_e medir _ magnit_d def m_ndo que habì_mos sin t_ no__ de Euc l i __.
uJ__es y _otoni0, Y como a_uar sin e_l_ en el mixerio réjnd_o del urîNeno,

Q__ __sdeIag_ome_a
_ _li_cion_ de la _0j _arcan un dita_a nd__. Et_ se _faci0n_ c_n ta aer0n á_ i_
a_u'___, a_ac�6n,  _ la ing_iería en _d_ _us nmas, con I_ cienciat _si_ y con una mi5ce l ánea
de situaciones cada v_2 _ c_pl_' .

_____,_ ^'9_, _. ' ,_ _, ^ ' _a__ _ _,, __'_v,,_ _, _ _? _ __ " ' ' ' _ ,_ncn_,,,,_q__ ' __ __, _?, _ m? ' _ ' '0
_ ________ _? __.y , _, ___________00^_,,_____';__,_,_,,___,____,__,___:____,_____,;,_,_,__ i _,c_ _

- _, , __,__,___,_,_'_,__ ,.' _ ____M_,__,_, ?,^,; _' :?,,,_,___, _,,'_n_t,__,__,_, _?____' O ^_"?_ _ __ _m_,_,, _c t'__^ __,_.;____
_'______?_,n______\_____?___v_,_, _ c__,_n,__;_,,__;,;,,_,___un,,,______n,,_,_ ,,_ \_:_'___ __,_q__,__n,,__q ' _,_,,__

__;_, __ _?_ '_ _,_'_,':_-,_>,cc,______,__??'_,_ _''C,,:_,,,_?,,_,,t_,_,,,_,,,, __ , ''_,_?;e?,,,_,_,,_,,_

_ _%_;;__n,;,,_,%___._____-________,_;v _____,_:_;"?_'\_'__0' , _,_, ,_ _^,__4_,_; ?_i_!





__ y _ _______e _ _ ___ _

J '
? mUMDO PLANO DE EUCLl0ES
_
_
__ C_ Euclid_ (__imad_n_ _igl0 IV a,n.e,) escFibiá _u 0b_ EI__t0s _ g_e__',
__ P__ y_o __l__. que _ _ep_ sin demos_cíón _rque _u_ m_en_ A _'_r
_c _________can_ue_i_yt___sib_ Ha_un poxul_0 ___X _c0_l_
ß
, _lef_ __ _ c__e n__te, que ind__ Por un punt0 exE_rior _ u_ r_to s0Ia_n_e pos_
Lm _0r__l_ 0 e_ rect_. aunque no f_ cm _ _. _ Io c_1 a __ g__ _ _e a _0 que
_ _ _nc'_o_ _ Il_ G_mflN_ P__6U_
En lo_ si_I_ __id_os_ Ia ge0me_ ewc___ _ __'_ en bá�i_  pai cua�ui_  matem_t__co,
auq_ _ m�_  ___ mucftos ded^tcan s_ __enos pan de__ que _ V _ty__, que
no gu_ dem_iad0 al propio Euclid_ _F 5u p_o w5een_ sóIido_ __e d__i_ _ 1_ o__
cua_0. '
_ ___ e__jd_ n_ _e p_er __ _nte t6g�c0,  _ sdo de_ne _n ti _ de
u__ m_ __ u_, _ d_i_, e_ univ_ __ en el que n_ movem_ y con eI que __
F_ i1'_'_d_4
N0 _ue h_ l_l 7 __do el b_fl_te matem_tic0 _ f. _u_ dexubnó que si n_ba el V
_s__d0_ __iti_dD que _ __ m_ de u_a pailela _r un punta dado, se obt_nd_a una
geometría to_fmente c_nsiste__e. Es_ idea olvidada durante un sigl_ fue retomada _r J_os Bo _
y Niho_i I. t0bach_hi, _te _ltim0 plarte6 que par yn p4_o ene_i0r _an iImn_o_ _r0_lo_
_ yn_ ____, y d_0 l4gar a la GE0mETRIA HIPERB0ll_ A medi__5 del _i gto XlX Bernhad
_ Ri_mn p_t_ Ia _EOm__íA ELtPTl_ _ indíca que no __e n_nguno parolel_ o I_
_ q__ _e _r _ __o _e_i0F.

__,_?_____ _ m
__
__,____
_
__ '_'__n______,_,_ _
_ ___ , _,_
__m_ j,

__d _ ___n Nik_Jdj_ l_ _bach_
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_ ____ _>_________ __? ___ t_4________;___mx_______n_)_______%?__J?c___ _r_ p __x

___lelaar
P j
r _ l _ r

P
p r_
f_ r _
f f ^
Geometría panból ica Geometría h _perból iu Geomet_a elíptica
_ geometrKas no euclidian_. _ desc_c_te pan el p_0_o, lV_o_ utili_ en _ p___
_r primen ve2, y de m_ _cut_, _r el i_bre __i_a AI_ _iMt�in  ( I 879 - _ 95_).
En l 9 l 5_ Ein_ein p1antea _u teoría de ta relatividad exp_i_do que no soh0 anúá la _nvedad_ sîno
que _ ta curvatu_ _uella que eje_e una _ en el _paci0, _ Fann_dola_ y que hace qu_ _
cu__ _ _im_n aait_o5 hac_ elta. De _ mane_ la geome_ja no_ en5__ que nu__a uriN_
n0 es PLnNO, sin_ que posee una F_ma �miI_  a Ja de una _ilIa de man__

_ __X_^"__
_?w__ __
_,_,____ J
_ " , ,_
_,
_;_,___ _,_,? ^,;__
_I6ert_nstein
fUENTE: Enciclopedia Salvat de E____. T0mo X ( l 9_)



__ _ _________x______m_l\_ x5 _ _____?_ _? _v _ __ ___ _1l

N_K0LA_ LoBAcHEvsK_ (1792 - 1856)
J
_
_ Niko1�i  _m_h _Dbacttmhi naci_ el 20 _ rawembre de t 7_2 en la
?__ fVil__ de un funci0n_' _bre_ quien con_u_ence con sus do_ __anos _'__
c _
_c qued_ _e_aJra_te a _ca go de su ma__ que pre_rió llevarlos a , ,_
__? _d__ en ef _im_�  de _ + Rusi_ - M, ''
_ N d , _o2 _ '__
.l._ChmtciestU i0_nel_imn_iOd__an_e l _l807 _,__ ,,
M y___i_enidadde_,_de l&a2h_ l_t l,curind0_it_ente __'__',______,______ __, __,__ ,,,____ " ,,,,
___�enlau__enid_d,Es_lenl_'  _anserc_ed_ic0enI8l6. ____ve___'____ ;, __,__n_%
_i6cicl_de_anferenci_nosolodemat_e _ -ca _no_bi_nde _ _ __ ___,,___ ' '
_' - ___, _mam_ geod_i_ topagn__
fue _do, en l 821. Fen_ de fa Universi_d _ _ y durante los 20 á�os  de funcì6n canvi_ó
a _ u___ _ 0_ 0 de _ en un cen_ m0delo de _5e�__  superioc,
Su _d _entír_ dio a Lob_henshi fama mu_di_. lnm__i_6 s_ nomb_ con _ c_c_ de
la g_' no eucfidiana, hoy ___da como g_me__ de _bach_M.
_l _ l de f_rero de l826 intem_na en _ confe___ F__ico - matem_ca en la que _r primen
_ înformo' _erca de la g_m_a no euc_id^__ Bajo el _ítu1o Sabre Io_ _nd_men_a_ _ Io geomet_
F_____ _os despu_ en el B0letin de Kaan.
Et _- de _bache__ no fue concebido por Ia mayor_a de sus con_em_eos, su5 trab905
_-a la ___a _cibieron ju_cio_ n__0s _t0 en Rwia como _ eI _njer_ __ido a
_ _ _ e_ _rras_do andaces y di Fe_an 0x_ib_ente c0n l0s _nt_ de vi_ _u_ entonces
_i__ lacien�ia.
Pr_i_e _r esto t__urTió mucho _em_ an_ de que dich_ ide_ se _aran el
_0_im_nt0 común que yino sa_amente d_pûé5 _e su mue_e.
l_ crXterios _l___c_ de lobachevski tení_ t_denci_ m__ali_ d_c__, y este
coænba que et medio ��á5  __ur0 de co__baìán de _ d_ucciones t___ en la __rieMia
__. __mtci exigía una ens_nan_ de l_ matem___ que _rm_i_ __ las _ci0_
mat_' ' l_ fenómen0s rea1_ de Ea vìd_
En el _ _ 846. L_heM k1e dest'__o _ __ _aj0 _ h unive_idad ascend_endol8 a cun_or
d_ __- 0 de ____ de _. De __ manen _e I_ deshacerse del ren0r q__ _ _r de
yi__ci6n pr__�__  _ _ i_e__te_ _i_ áá después, loba_e_i fall_e,
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__??_??__ n __ cons_uccagl . _ ( g x _) _ _M ______ _, ,

>_?_,_,
?
'?
_, EXe n_ble matem_tico nació en KÖni_berg en I 8O2 y murió en s_
_ _ C Go,.__ n en _g93 _ radu0, m fa un._ve___dad de su c_1
_, ,__
_;^ urinrenidad de Gö_ingeng has_ su mue_e. ,,, _
_' c En l 899 _ p_blic6 su libro _undIo_n der Geometr�e  (fundame_os '__,__
de la ge0me_a). en c4_ introducción sinteti_ el _'ner del libro_ _ ___c__:q_
Ged__ía. I0 mi__ que Jd Aritm_tic,, necesjto soIa_nte pdr_ su cons_uent_ _, _
_,/, _,, y ,e,,,__J,, p,_s,_,,_o,u fu,dame,t,Ie,. _ _
Es_ proposiciones_fundamen_les se tlman axiom_ de ta geDme_í_ y el _ner de mani__o
los _iom_ de la g_m_�a  pan averiguar sus cmexion_ _ alg0 que se dixute desde tiem_s de
Euclid_ en numerosos y exce1ent_ tn_dos de ta litentun rTitem__ic_ El probIema ci_o queda
reducid0 al __isis ló�ico  de nues_ în__ion_ espaciat_.
_ La presente investigaci6n _ un nuevo ensa_ p_ co__uir fa geometría sobre un 5istema
comp_eto de axiom_, lo m_ senci1lo _sible, deduciendo de él la_ _ impo_tes teo_m_ de
manen que en ese pFoc_ __ezcan con ta máxima ctaridad la interp__ción de tas diNntos grupos
. de _i�mas  y el a_cance de l_ con_cuencias que �isladamente  se dêrîven de cada uno de elf0s-
En osto de _ 90O tuya lu en _ís el 2_ Con,eso _nternac_on_ de matema__i_ en g
que Hi1be_ p_icipó acNa' m_te m dos de sus s_cione_: Aritmétiu y At_b_x que _idi6, y
ErKe�an_  1 metodol_ía de la Matemática_ donde presm_ un info_e que se hiz0 céleb_ (DNid
HiIbe_ - probIemos motemóticos), a__e en e_ cual se le reconoce su _ erudición y w c_nc_p_j_
de t_ mate___ . L05 23 probIemas abienos p_uestos en el informe_ dieron impulso a dilere_
_eas de la matem_ti_ en eI p_sente siglo.
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Lumbreras Ed itores G eometría

: _' __ ' _ U _ _ 0 _ __ '_ '_,_ _ __ ___\_ 'n_,_ ^_,;, ' ''' '_ __ :_ _';,_ _,_, __:_ _';, ' _,; '_, ,' '_ ' ' ' __' ' _ _ ' ' _ '_v __ _, _'4 _ _;_ _ ' ___ _ _x'_ ; ';;, '' _?,,'' _ _', _

DEFl N ItlÓY Ejemplo _
Un conjunto de punEo P se denomina ____m__
convexo, si para dos puntos cualesquiera A y B ,,_ ' '' "'__
del conJunto P, el segmento de extremos A y B ,_' B '!_
(AB) se encuentra contenido en el conjunto P. ,_ ,_

,__,,,_,_95,,;,,,_,,,,,,,, ' ,,n, , , Región intenor de una curva sirnple cerrada
' ___4_c_;;__,,',;'__________;,___m,____; - ''' ''''__"_''' _ (conjunto Q)

;__:_^_s___,_,__,,, _ F_ur__.5

,,,_ ' ,_',,,;_gq,,,,, , ,_/, _,___ De la f_gura 2.5, si _ A, B e Q, tal que ABcQ,
__, __n____X__';,_:_?, __,;;'_ ___;_, .�  _ _, ___
,x',, ,, _ ._, ' ' ~' /'"'_'_: '_"__'__:9_\Yt_,_ ',,___M';_,' entOnCeSQeSUn COnJUntO COnVeXO_
)v/_' '__,,,_ _ _ _ _f_ ''^____\ _
_!_i_''_i'_____,'' ' _'___,_',;', ^_ ?____ _
'__, _ ,'\_ '__\_'_,_'" ,__,?__ -nv__,,;_', ___ ,_>
___, __c____ _____?____'____ _''___'_'X"?__ _h_'_;_5;__,_,? EJemplo5 ,
'0___ ^______?__ _q_ m__ '_' ' ,,
__ m?,,^_ _' _%'_, ' ;___
'__"____,,, ? __, ,, ' _ , ' , __.5__,_ _M__, ,,n_
___^'9 _' _'' _ __'__,_ ,___v_________,_ ____5______ __

La abstrocción deI Sol es re_resentada _
como un círcuIo en el _Iano o uno esfero B ?,e
en eI espacio ambos representociones son __
e/'emp Jos de conJunco convexo. /, , _ _

_jemplo J ' '' _'' "'m~'_ _''__'__,_'_v__ _ _^~'
Conode revolución
(conjuntoS)
F_u__.6
m
De. la flgura 2.6, si _ A, B _ S tal que ABcS,
_ B entonces S es un conjunto convexo.

En cada uno de los ejernplos anteriores,
e_lÓn tnan_UlaC C0nJUntO P
notamos que es posible ir de un punto A
F_u_ a.9 cualqulefa a otrO puntO B Cualqulefa, Si se
mueve a lo largo de un segmento de recta, sin
_ De la F_gura 2.4, _ A, d _ P tal que ABcP salirdel conjunto enmenciónya los cuales se
entonces, P es un conJunto conv_O. les denornjna convexos.
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CAPITULO Il Concept0s topológicos

__Y_ONJ_NtON0C0NY__,n '_ y __,__ /_ _?s,/_ __M_ v_ _v;,_/_/_/ _,,, _'

DEFlNlC_ÓN En la ngura 2.8, si A e e_ g _ e y AB
un conjunto de puntos i, es denorninado no 'ntO"''' 4 '' U" CO"iUntO "O CO^V'XO-
convexo cuando existe por Io tanto dos puntos
A y B del conjunto R, tal que el segmenEo de _Jemplo 8
extrernos A y B (AB) no se encuentra contenido
enelconjuntoP.
_,,__?__, _,;,, ,__ V _ n__
_, __, __?__,____,__,_ ; _
q ,_ ;,___ ,,__% __ _, , ,__, ,' ___ ,''9__,_'_5 _,_ ' ; _
_ __, _x//,_,,,,,,v,_,,_,___v,,_,,nv,,,_,, _ ,y _,_'__ __, _,_,,__,?,,,v_,,,,_,,, ; ; B __'s

_ ,__ _ ,___,,_m__ ,,_,_n_,, ,____,__m_'_____%___" :?v^V_____:___m? ;____________ ____
~,,_'__ n___ __m __ n_'_ _ ___Sm ___^__m ;
_______v'_ _ ' ,,
la su_e_cie de un Iogo nos da ideo de conjunto no
conyexo. COnl'UntOl

EJemplo6 F_u__.9
'' 8_"/"_
_\_' En la rlgura 2.9, siA e l, B e L yAB _ L entonces
" L es un conjunto no convexo.

A v _ cada uno de los ejem_Ios anteriores
notarnos que existen segrnenEos que se
ConjunEo P encuentran contenidos en los con Juntos p,
_Yf__.1 y l, pero también observamos la exjstenCja
- de por lo menos un segmento (AB) que no se
a Fl_ura 2.7, Sl A_P,B_P y ABcR,
ton s p _ enCUen_a COntenldO en dlChOS COnlUntOS en
mención, a los cuales se les denornina con juntos
_Jemplo 7 no convexos.
,__ __--____

, "he__ _ '? _ _ _",,_,_ __^^ __ '' ', " ''^ _"___ ; ;__' ',__,, '
_ ___' _,,___,, __ '
'___ __ _ne& curva con_nua: Es aquella curva
_ - - - _ _ que resulta de la trans Forrnación topológica
Región intenor de una cu_a simple cerrada de una Fecta, un seg_nento de Fecta o
(conj unto Q) ci Fcun Ferenci
F_ur0_.8 _ _ _ " _;
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_ __?__,,__,_,_______,,_,_ D__ c _ _ c__ F_urt_B1__ A

_;_ ,, _ _gura 2.20 es equinlente _ siguie_te g_f_co.

__' ObseNe que en eI an_i5is de _te problema no interviene p_
_' _ n_da la fo_a del _o ni de l_ is__; tm_o depende de I_ dimen5i_n_
___, 0_ _spe_i_, sino de Ia _sición de los p_ntes, Por es_ _ón, a _
_, _mas de la matem_tica que nacían se 1_ Ilamó anáEisis de ta _sición (o_
,,,_ an_I_is situs) ''Geomet�a  de la goma el_J icaU.
; __,,n,,__ Con el objeto de
,, ;_, F_Yr_ Z5l encontrar afguna sentenci_
n"____ " valederas en este tipo
_ : de pr0blema_ veamos eI siguiente c_0 pa_icut_.
_ Si p_imos de A y de B podemos hacer un recorrido sim iI_
' _ deE probtema que t_tamos. En cambio si partim0s deI
punt0 C_ tal rec0rrida no es factibte.
i�qué  sedebeexo?
0bseNe que A y B son vértices impar_ (en el sentido que concurren l y 3 cminos); en cambio
, , C _ un vénice p_. Adem_, cuando taJ p__ _ fa_ibte, e1 véruc_ e p_ C es de p_0 (_ decir no _
iniciat ni final). EE recíproco no es cie_o, est0 es. si el vé_ice _ _, el no es nec__i_ente de p_o
,_ _rejemp1o.
_ Adem_, obseNe que t_o vénice im_r no puede _r de paso (si lo
A B ruen _bie' n _n'a p_); e1 es _nici_ 0 nnat,
Ahon v_os _ nuestro prDbfema inici_. miremos a la f_gun 2.23
_U_ 2_J - _onemos _í los vénices A, B_ C y D son im_es (bas_ía _umir que
_iste __ vénices impares). Como se nos pide partir de un _ertice (punto in_cial) y lle_r a o_o (pu_o
f_nal), de_m_ necesyimente pa@ por 1_ otros vé_ic_. q4e serían de _o y a la ve2 im__s, lo
quenaes_sible.
El _ermin0 topoIogía fue usad0 por p_me_ ve_ _r_. 8. _s_ng en I 836 _ u_ c_ a su an_guo
pro Fes_ de la _cuela primaria, y _st_íormente en su librD Vor_tud;en wr t_logie (_tudios previos
de to_lagía), _bIî_do en l 847.



_ __ ctenc_ y m__e___t _r tnnuentla dg su profesor m( uf_ert _r0 ade)n@ ___ _ ,q__ _ ___, __ __ _ ___ _ _

___
_
__
_ De _dr_ dan__ Geor_e CantOr t1eva _ abo su I_ tientíf_ en _
__ At_i_ Emi_ _ _e páís a lo_ l l a�_s  y allí adquiere s_ conocimimt_. ,_ , n
___ Ade__ _tJdi_ de Ingeniería en W__badm, de ma_máei_ _ Zu_ch _ '' , _
e y _ Fit_na en _rI�n.  como _ud__te de m_tema'__c_t _to_ go_ _ _ __
J de m__os m_ ___os _omo KlImrTir, _pansable de im__t_ ' _ '
0_ a___ _ enudio de l_ n_mer_ compl�i_s,  y de Weien__ quien ____,_\ ,x _
introd_p _bi_ en l_ nocione5 _he funci__ e_ípci_. _5de _ prim_ _ '
m0men_ de su c_re_ eomo investi_dor. Cantar ___ de l_ bases
con_ept_l_ de l�_mec_  y de la tearía de nú_. do_e se ubi_ _a
mayor pane de sus innoncione5x y logn enuMi_ lo5 fun_t_ t__0e
de los nú_r_ _sinf1nitos. Su trabyo _bién akanza gnn traxende_�ã  en la tea_a de con iu_osi
de hec_, se te r_moce �am0  el fundador de esa __ de estudio. __ m_ de dos dé__ _to_ _
pofesor de _temáticas en _a unNeTsi_d de HaIle y _ en l 883, cuando pubIi_ fm__nt0_ _ una
f_río generaI _ voriedo__. Ha__ _ _nal de _u vida _e ve aquejad0 _ u_ enre_edad _ de la
cual nu_ se puede _br_er,

_oHANN BENED__ l_sT_NG

Naci6 en 1 8D8 y m_rió en l 882 _ Alem_ia. W padre tiene eI mK_
_mbre y fue un f_ricante de cêpiltos: mien_ que s_ madre, C_otine ,_ '
fri_erike lixing rue descend'_te de un _m _sino _b_. Linin g e n _ , _ q_ ?~_
eI único hij0 de una fm�lia  que t__ a _ de la di___ _o�ómic_  _, S ' __
en un muchacha bNllante y sus _len_os le siM__m p_ q_ _ibien ___,__%______ ___%_" __
_da en su ___n de _0t benefact_ incl _o la _ndac_ _?__, _
S_er, l_ p___�rias  de_ arte y l0s mu5_s, En la _cuel_ el _ i_er_ _
_ _ _' _ _ t_ , _ ?
con_a con m _ento _rdadero para e1 __ l0 cua1 le __i_á _ __ __,,
, _on6micmente a su5 _d_ a la edad de l 3 _os_ _',
En el _0 __S_ _ning îng_ a un gimn_i0, donde _udi_ 5 a�oe,  D__' _ i _I_, F___, _
__o y el l_jn_ y __ _ro__o pan aumen_r sus c0n_imíentos de m_tem&ica y _ _encia _
_ _t_l_ _ama sus _entos Fuer0n r_onoc�d__  }e concedieran una _ _ _ fu__ S _ _
p_ e_udi_ ma_em6ti_ y _uitecaJnx que en su _p0ca no eran conside__ _ _o, _n _
en l830 a la uri__d 4e Gö_ingen, dDnde, adem_ p4do _m_ cu_ en __om_, _tom_,
fi_olo_ _i_ Minerahgía, G_t_ía y Qu(mica. Prmto atendió cu__ de mat____ de _u_t '
qu�en  se ___dá _r sus __jos. _n de Gau4 que Listing c_enzó a _re__ _ pt_
__c0_, __�ng  _cídi6 _mìr l_ __ient_ de _u viqo praf__ müll_ en una ___ l_ _
lacual_to___ía.
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_ B__t_vE_RDA ADMERo F€>c?Q_8__9 __ _ c __, _ l, _ _ E _
-'_

0
fOblemaS eSUeltOS

Pr__lema1 III. F_O
Indique el valor de verdad de tas siguientes %_ A A
__c_Nones _2 ' _
l. Si la región lriangular ABC es R y en ella ,_
se traza la mediana AM, entonces R- AM ,_ ,_
es un conjunto no convexo. B ,' g
Il. Si la circular R se le extrae un diámetro,
!, entonces la resultante es un conjunto %t__j={A_B)
conexo. F_u___6
III. la intersección de 2 conjuntos conexos
ClAM
sieInpre es conexo. _
Pr__lema2
A)v_ B)FIV C)VM
D) _ E) _F Indiaue el valor de verdad de las siguientes
proposiciones.
Reeo_u,,_0/n I. El intenor de una circunferencia es una
regiónconvexa.
II. El intenor de una esfe_ es un conj_to conv_0_
llI. Si P es un plano y _ una recta de P, entonces
P-_ es un conjunto convexo.
nJ_F B)vM C)FW
_ 4 _ DJWV E)v_

Resolución
I. VERDADERO
circunferencia
_u_
_ intejor (región interior)
ll. F_O

__v _ ,_' N

_~,_ F_u___7
_ Sea J el intenor de la circunferencia.
como MN c I entonces I es una región
COnVeXa.

69



___lt _F_svs( )o__ __J _ ____ _ ____R__FM_tQN4rM_N___Jl l l le_ro_ _ _ _

Lu m brera_ Ed itores _ eometr ía

II. _RDADERO Resolución
I. F_O
M

_______F N___,x
_ __ A
M
F_ur_1_8
F_ur__.JO
i I es eI intejor de la esfera como
MNcl, entoncesJesunconjuntoconvexo. MNc_P, considerando Ae_i pero
A__P _ MN__P porlocual P_{A)
es un conjunto no convexo.

M I_. Fvso

N
_ N
_ R
F_ur0__9
MNc_P, considerando _c_P
Dadoque _ __P(P-_)_MN__P,
Sea la región tjángular R, MN c R
pOr lO CUal P- _ SOn dOS Seml_lanos, eS -
COnSlderandOQ_
un conjunto no convexo. p -
erO e _ _ R _Or O CUa a r__lOn
resultante es un conjunto no convexo
_Y_B
lII.__ADERO
Pra_Iem_J cuad__á_
_ equil_tero
Indique el valor de verdad de las siguientes S
proposiciones. Mh a
I. si i es un plano y A un punto de i, entonces _N
P_ A es un co_unto convexo. _
_/ t/ N _ R'm '
a
medio de un lado, siempre resulta una
regjón convexa. F_ura 1tJ_
lIl. La región intejor de un cuad_látero sea R _a ,eg;o/n ;nte_o, R del cuadn__a/t
equiláteroessiempreconvexa. equ;_a/tero y _NcR entonces la Fe g__o/
interior es siempre convexa.
n)_F B)Fw c)vFF
_ DJFFv E)vVF _c_nD
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CAPITUlO l l Conceptos topológicos

PrO_l_m8 _ Si la intersección de un plano con una esfera
es un círculo, un punto o el vacío entonces
n lqUe e ValOr de Verdad de laS SlgUlenteS
.c_.ones la intersección es un conjunto convaxo.
I. El exlerior de un plano es un conjunt_
convexo. - ' ,,_0,0 00 ;v,_' ' _ _,,',_,;_/'__t,' _,,;,_;; ';
lI. La incersecci_n de un plano con una esrera __ __.___",,'iy____._~___'''%_^''.^_%_,^_^__,^^_^^___^^^v____''';''';--_:__';:^'_y,''____',__,,_,___,__%__^_? _' ''__'''__' ,;!?,':''
_ _;;_,__,_ _?'C__',__4 , y'_ _ _'__ ;;' ,_ _\_______%_^_,,__, ,_,^,_ _^_^'__ ,^^a, ,^',_ _0_', ;_' _ ''____n, , ,;
es Un conJunto convexo. ,_m___,_,,____;__._;'_ , '',_''_____mi ''__vy_'my Sn'__v;;________,_,^^^'^,__,_;_'__';_ ,v'__i_! ",,i _
____,'g_e,__,,,__m,_\,_ ' '_m-___,__,_;in,__,__,_,__,,_,,_,_,%,,,__,,_,__;____?n,_;_,ml _'_, _, __,,; ' ;':'.__,_
III. Si la intersección de dos conjuntos e_ un ','_;'',;''__'',,_''_';;'_,'_;.iv_-_;;'--____ ____^^^',,8'____,_^,o,_,_,^__o__^__'.''___i_'-'_-x,:___;____'_,______,,_,,___,___,__,,,0_'____ '__'
_chos c_n_untos sl.em re _'_'';'__,_,_a__,____,,__'',___,,5_,, ;__ ' m_'___,,m,t,;_',,_'_'_'';_, _,5,_;_____,:',;_,,,__.;,,,_,r,_,_,,'a,,,^_,_^^a''%,_o^^^_,^^',__o^^_^^_'',^^'_,^__^_^^^^'^^''_:_.__v , ' ,, ,
son con_ 'untos convexos. \_'''''/''''__':'~l':''_^_'''____''''__,_!,''_0'____^0'_,^_''_,'''_,''_^'_^^'_^'_^'____oM_''__5__,_____''_U'___'__m'_____y____:__,_,___'_ , _y,,__,?,,_';v,_,,_,,; '

A)vvv ' B)FIV c)_F (0J
DJFFF EJvFF

' _ ' ____,, ^^^X__,'t't'''',__;_,^__/_ ' _
I. _VS O _', :_:___'__-___,)!' __,'^'_,,a_^^'_^''_',^_'^'',_^',a_^^_^^^ _,_',:,__ '
' __',i_ , _ ____ ~__ __ , __, , ,M_i _iay _0 ___';
_,_____dm____^_%'_____ _'",_,_m,,,

' ; , __ur__.J5
' , C _ _' ' _ N_o solo la intersección de dos conjuntos
'',?'' _ _ __ ' ._ convexos es un conjunto convexo, dichos
_ _, ' ., _ _ conjuntos también pueden ser conjunto
, ' no convexos (cóncavos)
B
c_0 __C
F_ur0_.JJ
.o, ProDl_m85
del plano P, pero AB no está contenido en Indique el valor de verdad de las siguientes
el exterjor porque C e paf _ P. prOpOSlClOneS.
I. La intersección de regiones circulares es
__. vE__ERo StemPre Un COnJUntO COnVeXON '
, _ lI. Sea R1 la región poligonal convexa ABCD_
- - _ _0,,_,,,�,,_,,o,,,____,,_;m,  _____';;,',,,,,_,0;,,,_,,'_,,'_,,_'_,,_,,__,,o_,,,_; ' _ y AC una diagonal , entonces R_ n AC es un
. , ,,,,,__,,o0,o__,_,'_'_',,_'__,^'_'___',_,,_,'',^,,',___~_______ ?_,___ a%aa,_,Ya_^^^__v_i"__ ,;__,_;,,,;_;;,_n___',ni;'__,_,, ' conjunto convexo.
. __'_'_ , _ ' ' ' ;_;____^^'_,,_''_^''_,''__,_'___^'_,^^''_,^^''_,,___,_'_,,__',^,'___'_,____^___',^'_^'oo,'''_J l II. Un cuadrado ABCD y un t_ángulo equilátero
. ,, ''_',,,_.__,_,_ç'_'^__
..,;'. ,,,_,,,,..,,_;_.;,;_::_,a,_,_,,,,_,,,_,,,6a,__,____'''___m,;' ABFVsiempre liInitan una región __CD
_ :' ' ' , _ ;,,_ _', t8_, �,,  _,,_a _ _ _v, ^,__ _ _ ,,,., ___,__aa,_,,,,,_,,_, _,,,,_,_,,,_,, __, _'_ ^^_,,, ^'_,, ^^_,,, ^'_,, ^^_,,, ^'_, ^^_,, ^'_,_ ^^_, ^'__, ^^_,, ^',, ^ _^, _^_g ^ _',_ _ _ _', ^ _,; ___,_ _ _ ' c o n v e x a.
_ ,,_;_____' _,,,__,,^,,__,_8m,^__^^^^_^'^^_^^____"_'_,,"____-_.__Y__' _'Y_, _i,,,?_0__,,^_,,_^'_,,^^_,,,^^'_,,^^^_,,,^^'_,,^^^_,,^^'_,,^^^_,,,^_^'_,^^^_,_^,_,,^^_^^',^^^_^_,^_q_,g,__,_ ____'O^^^
__'o ' ___o^_' ___ __: ' ,_'-:_ __' ___,__'_,,___,'__,__,__,'''__,00__,''0_,___,_''__''__,',__,____'_,,___,,'__,__'__,,''__''__''____o_'0__^'__,^__^'o__^^'^'%__^_'0^__^^_v'__~'___'e'__S'"_
_ A)F_ B)VM c)Mr
F_ur0_._9 D)vFF EJ_
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Lumbreras Editores G eomet ría

Resolución ' _roalemg 6

I. __ADERO lnd_Nque el valo, de ve,dad de tas s__gu__
Intersecci6nI
proposiciones.
I. Si dos regiones circulares R_ y R, son
Q,,_ concéntncas de djferentes radjos, entonces
m,,_,_,__,mv, R_ u R, es un conjunto convexo.
_m___,_,' II. Si a una región triángular A8C; se le retiran
D los vé_ices A, B y C, entonces la región
_ resultante no es conjunto convexo.
llI. La intersección de dos regiones triangulares
F_gu_ _.36 es un conJunto c
Si MN c l, entonces I es siempre conjunto
COnVeXO.
II. VERDADERO
c Resolución
B ,_ _. vERDADERo

__y _' ,y;'/_\ ;__'_,__,____
_'' _ __ _ // R_ '_ \
';^^' RiV' ;__ _,\, _F ;;,_,mMv___,,,
A ,,, v _ D __'____;h ,_,'b '- _
%_%_\_ _ ___?_
_'0 _ ,/,q/,'', _?
___ ''! n___ ' "
F_ur0_.39
F_ura_.31
Sea
Si la región poligonal es R,, p_r consiguiente R. re g_ /n c_N,c __ d d,_o 0
- - - J' '
R_ _ AC = AC y AC es un conjunto convexo. R, .. fegio_ n circu_ar de radio b.
Puede concluirse del gráF_co que RJ u R2 = R;
y se sabe que el círculo es un conjunto
B C B C
0 ,C __ __,? COnVeXO_
?___g,___t '_ ,
_ ;v_,"'/ \ ___ n'_\'_ II. FVSO
F '\___/_'___Y"J _
__'_,_, _;v_:_ ^ l' _ '
D _ _ 'D --
F_ura_.J8
_
Según la proposición se tienen dos ,___ ,_/ _
posibilidades, -donde una es no convexa _ _;',__'' N ''
M___ _
considerándolesenunplano). A___'X4 _ 'v _

c_m_B F_u__._O
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CAPITULO Il conce ptos to po_

Sea R la región triangular ABC v S la ResoIuc_'o/n
región R-{A;B;C). Si MeS; N_S _ y para A J F
cualquier MN setienequeMNcS, entonces __ ,L____'_ , ,0, ,_, , ,
S es un convexo. , ,,, , ,_,__ , ,___,, , ___,,, ___'0,,, , , ,__,_, ,__ , ,___ c , , _,' ,''__ __ _ ,^'_, _ _ ,'^''_,^^''__^''___,, ,^^^''_, D_^O''__, _ ,^^^0'_,, _ ,^''__,, , ,^'c'0,,, D ,^'__,, , ,__'_,,, ,'__,, , _ ,'o_,, , __,o , , ,_ _ _ , _, ,, , _ , , , 0 _ _ _ , , ,

_ , , _ ,^^' _ , , _^^ _^'_ _ ,^'^' _ D _^__ _ , _ _, D , ,0 _ , , , _ _, , v _0 _ , _?_ ?' ,' _ v 0 , ' , __ _ _ _ , , _ , _ , ,'' _ _ , _, , _^' _ _^^^' _ _ , , c^' _ _ o D _ , _ _' _ , _ , , _ _ _ g^ D _ _ _ _ _ , _ _' _ __ s , ___ ' , ,^^ _ _^' _ _ _ _ _ _ _ __ , , _ 0 ,_ _ 0 _^ _ , _' , _ _^'_ _ , _' __ _ _ _ _' D _ _^' _ _ _ _' _ _ _ s _ _ ,' _ , _ _ _ , _ _ _ ; _ _' , _ _q, _? , , _ , _ _, _^' _ _ _ _ , _ , , , , , , , o, , , , ,0 _

^ 0 ,^_ ' , _ , _ , _ , , ' 0 0 0 _ , , _v _S^'^' _^^ ' _^^^^ ' ' _^ 0^'^^ _'^^ _ _^ _ , \ ; , ; y Mo , _ ; _ _ M _ q _ , ' _ _. ' _ _'_ _ ' 0 _
',_^'^ _____ __, __ ' __' __ ,,' ''. ___ ;/i gg, ______'_ _
, _;'_,,;'_,; _ S '_,_M _'__. _''__, ,_ ;_'_ , ;;, , v, ~'m_:,:m, , , _ ' _ _ _ n; _, v_ _' _ __' , \

_,;,.';__i' ,,:_,,0__c_,,,,_vo, ,?,,n___i,^,',___,,'_,__''_____s___,_^0^',,'___ ,__c o_,, , _,,,,.v,. , ,,_,,, , ,' __ _ ; , __ ,,,- _ ,__, ,' , _ , ,_; ; __ _ , ,_. s. __ _ , ,_ _ _. ,_ , ,^0^^,'_ __
d_'^ ._,_0,,,_,_:_,'_,si,__,'^_^'7:^^_'_'''_''.,,_::,,_,,,,,,_,,o:,,_co,__.___,,___,_,,_s,,,s_; ,'___._ ; ' ; ,_'. ,,. ,X ,"_'__l , _,. _ __:' , _/ ___ ,_

i_;'_' _,_,, ^^ F _y_'. 4 _

F_u_'._J 'J ___O

Sea S la intersección de las regiones _ , , u p , _ , _ _ , _ ____
t_angulares, del gránco se obse_aU que ,,,'_ ' ,_, ,,___'a_,_ ,a ,____''_ _ ?'''^
_empre e, un con__unto con, _ _"P '_, _'__'_'_,_--____'_'_:__':,'!_!__'0__0__5_V__,!_a,'____o_,__S_,_,____,_.''_
_0'__?'_,v'__c__,,_ ;__,n_,___, _,__,'_og;', .__y,s____;,, '____' ;'_,,,_;,_'"___, _-:__._,_'__,_,,_S,;_,__' __,,__ __;____,,,,,, ,cc_
_N c s. Y ' '' ' " '' ' ' " __' ^^o_' ^X_ ___''__^''__,'_'__ _^__'n_^^,'_: ___m_;_ 5''___''_'___'__,_, ,,_,___,, ,,)_5; ;,_,,/;;,,___,''^'__:,,__,_, -____ ;' _; ,,__._,.

?';,, '_'__ ^ :__/ __,'_,_ F _ula 1._3

CJ MRDADERO
tO_l_m8
si se une de un, ,eg,_o/n no con,exa con ot,a :__.__,'',_,:____,:'__'',:_______'__.__;_ _'';,^____',_'_'''__,;____,^_;___?_'_;__,;-;____._^_^_,_'_'_._'_;;'''___:,_____,,_,,:q___;^'___'_'_,__,0__'\___;_; _:__n_
'__'__ _; __,'___i '_______n__oa^^________^_'_^'^^_ _5 ___ ;/___.__^^'^'_____ ;-_, '_'_' _^'''__,__'~''' __ !' __ ,_' !''",,____; ; , ''__ ,__^^_____
región convexa, de tal forma que la result_te __ ,'_ ,,,; :____ ,_,d___ __ ; ____ .__,__ _'_, _',) ,',, __, ;_ ,,_' , _^_ _ _^''_ a'_ _' _'_''_ ,'_'; _ ,: , ,_ , , ,__, _^''.^'_^',^^'_'''q,_0 __,- ; , _ _ , , _ _ _',,_, _ ___ : 5; ,;_: ;_ _ ,' ,! _ , _'v , ;, _ , , ,; ,:,_, _''- ,' _ _a , _'a,, _ ,_ , , ;_ ,. ,_'
sea un conjunto convexo, entonces dichas __''__ .: , ,;___;_''._.'' _)' __^'''''' __&'^_; ____ ci^'' _ __'^^^_^X__^0__~^^__'_n';__'.___'_'; , _ ,::, ,^ _', , , __ ,,_ v'_' ,_; :'' ,' _ __,: ; _ _ .__ _ __ .\__ , ___i,__0_^'
regjones Dod_an sef ,_m_ ' ,_ _ ,__ i^__' ^_^_,_^',^______ _,'i

._ , ^ _Y_''~

B) una región' cuadrangular y una región _, ,_:,'m' _ , ,_a_ _; ,:___ , _,_ ,_ ,:'__^__: _, ,C' ___, _ ; o, , , __ , o , , g
tTiangular.
' c PrO_ltm8
una región pentagon_ y una región
t_angulaf. lndiQUe el ValOr de Vefdad de laS Si_UienteS
D , _o PfOP0SlClOneS_
' I. _ exte_or de una ljnea fect e e s u n c o n j u n t o
E) A,ByC. - c o n v e x
O 6 5
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Lumbreras Editores G eometría

II. Si a una región tjangular se le extrae III. VERD_ERO
una altura, entonces siempre se tiene un
conjuntoconvexo. R
IlI. Una re jón tnan ular al irar una vuelta _
alrededor de un eje c_planar, que contiene
solamente a un vértice_ genera una región ,.__cq____,'
nOCOnVeXa. ,__,, __,__,%_,_,

A) wv B) vFF c) _v ;__?___ ' N __;,___,n5,_o,_,_,,,";
D)F_ E)_F __,__' :__q_:___

Resolución __'- - -_* " -_'^ -_ - _
I. F_O

A
_ F_u__.97
_ _ç
_,,, , __ç_,,/___;_5,___s;n_,c_,, Al girar la región triangular PQR se
determina un conjunto no convexo, ya que
B A_ no está contenido en dicho con)unto.

F_' u__.9s _C___

_ A y B pertenecen aI extenor de la recta _ _ro_lgmg 9
Y pero AB no está contenido en el extenor
debido a que ce _. Según el gráFlco, A, _, C, D y U son regiones
circulares. Indique qué regiones son conjuntos
1_. F_o dobleInente conexos.
. B
___,, U
_;_;,,,,,'_;,c:,__,;,,___,_ _____^:n ,'

'_ N___ _/_'''' __ ____,___,m,,_',,',__,,,,,_,:5__,_"
_,__m,,___;____\v_5'_____v___\ v s,'_cn',_,v_,__\\ ,_,,, , ___M___,0__,_____?'_,____c
_,_?s;?;___,,_ !M,,_,__,_,,,,: ,,v_,!___________' ,__;'' _,__5,,
, '_'__ __"''n ______,_7':''__;y \_\v_\_;____5_9,_;___"h , _ ^ ,,,,'?C___',_'"^9___'___ _,___,,v_,_m___,_D ^
__ _ _, ._ ,'_;___ _____ ,,i __q _"'_' , _____v __ _, ,_ n__,_ _ ;_ ,
_,_?_?,___,s_,.,, _,_______?_n?, _ ,____ ______
F_ur01.96
s; a l, ,eg;o_n t;,mgu_a, ABc le ext,,emos I_ A'UB'UC II_ (AUD)' III_A_U
Ia altura BH, entonces la regjón resultante N_ UUC V_ (AUBUD)'
es un conjunto no convexo porque MN no
está contenjdo en dicha regjón al pertenecer A) I y IV B) II y V CJ IIl
T a Ia aItura BH. D) Ninguna E) T_das
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CAPITULO Il Concepto_ topológicos

Resolución , / __Qlgma tO
"____\_0_____ ^
;, I. A'uB'uC'esun m_/,__ __ _;_\%,_, segúnla Flgu,a,setienen_as_í
! conJunto conexo. _ _ ,_n '_,_,\____,_;__,_ _, y _3. Indique verdadero (V) o f_so (FJ según
' _______,_ /__''_' corresponda.
_ ,___'_,_Y_____c^__\__,"_y_,'/__ ___,
____m___'_ ,_'"''__ l '
'"?m_\'_\_ _,j_ ' 2
_ur__.98
%3
II. (A u D)' es un conjunto _vi_______,
_ _ _5 "q__ _\\
oblemente conexo. ,___ _,_ _q%___^0_ q ____ym,_m,'_m' ,y,, ,;
_;___a^,,M,n,;____ _;__nv_''y____/'_ !N (%_ ^ %2! - _3 eS Un COnIUntO COneXO_
_,__,;,__ _'q _\ Il. (__u%2J-_3esunconjuntonoconexo.
__,_ ^ ,,,, , III. (_,u%2)-(%3_%,Jesunconj_tocon_o.
____.99
D)_ E)WF
A'nU
Ill. A' _ U es conjunto _:_'________ _ Resolucjón
siInplemente conexo. _ __/_____ __''\__ ' \\___m,_' l. FVSO
, , ,, ,,y, ,_v_,n,, ;,v,,,,, , , : ,_; __,\_,w_'_; ______^_ __!_ __ A

_, __, __,yc _. _\ \,___/v_ ___
%3
F_y_1.50

_v. u, c t e, un con; unto / m,_,__,,_ _\ B ,
conexo. ,__,_ X_' F__ _.5J
___,?____ ____ __%_ A.g _n __ .
\_ m_ ____",__ l2t I2 3
_'"_,_,__\ ;'\,__""_ Así Se tlenen dOS _UntOS A y B diS_ntOS qUe
"_^_, __;
" \,___;_;_/ ^_' repfeSentan un CO_lunto nO conexo.
Il. VERDADERO
%_
_,
. (AU_UCUD'eSUn _e '
conjunto doblernente _:__ _,;__;
conexo. y_n,, _" ' _;_,_ _3
_; "'v' T L

F_y_1.5_
_u__.
(%_ u %,) - _3 = (_,u%2J - (M; N; L; _. Se_
>_ ' ____ _' comPrueba que es un coniunto no conexo.
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CAPíTULO Il Conceptos topológico_

Concluimos De la F_gura _.57_ podemos conclujr que
I. M_ADERO A uB no sjempre es un conjunt�  convexo.
De los gráficos podernos concluir
que de P-(_u% resulta la unión de __. F_o
2 conjuntos convexos y 2 conjuntos no
convexos como m_i_no. Figura 2.56 (a). A_g ' ,,_,__,___ ___________'_,'_,_'__'_,,'_a_,'_^^^'^''^_' _v__

II. VERDADERO _,',,;., '''
La intersección en __ y _ puede ser no _ '
vacío y a la vez convexa. Figura 2.56 (b).

III. VERDADERO
De la F_gura 2.56 (cJ, podemos concluir que .
__ y %determina en P una pa_ición con un De _a F_gu,a 2 58 podemos conc_u__
rnínimodeelementos. A_B no s_emp,e es un con_
COnVeXO.
;__;''''__';:'''_'''_' __,.,''_,__'_'_^ X_.._:
llI. VERDADERO
Pro_l_m811
/ _ _ . ' .,,,,n,,_,,____,,_,y__,,,;,
denotan por A y B; tal que A_Bx_ y ninguna ,v,_, ._' ., ,_ _,;',';';'''''_,_ __,,,___,,_ __,__o__,^___'__^'^'_,_'__,'__,,_,_,_;,
, de ella, cont;ene a la ot Fa, enEonces se puede ___,._;,,,_;_,'_sq:__;.. A_B ___v,_ ,____,,_,_;__,.,.^_:'.___,_,,_,_^,v,,__n,_ ,._,___;,.,
u af1rmar que _''_:v'_;~n''/ __'_';'_\'______ ,: a a__,_,__ _''^^''_ a_,_,, ____ m___,_, , ,
I. A u B es un conjunto convexo. ''','" ''':'', '
ll. A - B es un conjunto no convexo.
, __ g t x _Y__.59

A) solo I B) solo ll C) solo lll De la F_gura 2.59, y de los - expuestos
D DJ lI y llI E) l y II anteriormente podemos conclu.ir que A _ B
siempre es un conjunto convexo.
e_OlUC1Ón
I. FVSO
_'____'_' ______;___y;,_, _,''_,':_?'_'..,,;;;_.'__; ____, ,__a''_,''o_,^''o

,?,_v__,,___,_____,__'^'_____,,''__8''____,__^',^'__^^__^''__,^'__,''__, '__,. , ' '
_,_,,___,^_,__,o~%,,,__,_'_,_,_,___ ____^_^^^o_; ,_,_ ' ,' __' ' i'''_', _ ,,,c,,,, _ '_,,;;;_9,.,.,__:__, ,

,,, _____,_^_,___'___.^^^^'__'_^;,;;,n_,,,;__,___o_'_,^^__',_o__,^'__, ',.'.._;._'_,,_'__"'Y__''__''_ 0^_0^ ' '';_,,,,,,_,,;;_,,;_,___5;' _ En el gránco se rnuestran dos re_iones R_
_____,,,__,_:_?__,_~_ ' ^' ' y R,. Al despla2arse R,, co_no lo indican las
_ nechas, _qué puede a Farmar con respecto a la
F_u_ 1. S7 i nte rse c c i ón?
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_ CAiíTUlO __ conce pto_ to p o l

D) F_O EJVERDADERo

'_B
_^_^'^,'_'__:^' ____;;____',_,,,,''_,,,,,,,,,_,,___,,o_,,__,,^,,,_,,_'o'',_^^_'_,,_:,''__,__',_,,,,',,_,,_;oo___,_____'__,_''__,','_,,___,_'_____.__,,_''';,_,S;;:_';y,___''_,,'_____'__''',_'''_'''_,'__'__'_,__,_'._..__,:__'_' ,______^__'__^'''_',^'_'''____' '
' ' R _ _ R 2 '_____^___'^'__^'_o_^^','_,''_^_(. ________,',^^'^^^'^^^'^^^^^^'^^o^^_____Y ^ ^
' D
B _
yr0_.6_
D
Cu_do A lle ga a D, R_ _ R, es um co n j u n t o
_ _ _ _ - convexo.
^ .

ProDl_m_1_
_,,___,,,_''%_____'_0:___.;,_.n_'nng,_v__%/___-;'_''_,_,a,_,'__',;';__Y,,,_ __a_8 Se�ale  el v_or de ve Fdad d e l a s s i g u i e n t e s
_. _?. -,;-,_i_ j, ,,_, ,,,',, ,,_,) a, __'__ _ _ ,__' ____^ __ , _,___ _ ,_____,8_,_ _. __ ,._ ' __ ; ''_, _
______^^_^_'''y__^_,;_.'_.,,._j,.__, ,,_,' , ,_''' 5'' 4;'t_,',,8o^,__0_ _fO_OSlCl OneS_
___ '_~,'n''''''' '''_' _''m''' __ I_ Una fe_l On PentagOnal Sin' 2 Vé_iCeS pUede
' ser una región convexa.
II. Tres puntos siem pre determinan un c o n j u n t o
(bJ convexo.
III. Tres rectas cuales quiera en el e s p a c i o
siempre determinan un con junt o c o n v e x o.

/' A)M B)VW c) Fw
_" DJVFF E J F Fv

' ''Y_YY'___R, j_''_''_'___0R_ '_R,_' '_^___'_^'_o __
^'^ ' _ ' _'' _'__ '_',_i_' _ ResOlUCiÓn
I. VERDADERO

__ _ __ ;; ' ' ;;_'_'' , !_ ,__ , ,X. ; __ _,_, :____; , __. __:____' _' M '''
'' :___:; __.,___,_' ' __ _'_,'_,. ';______a,,_,__?,,,'oS! \ ____;._M:._,,,;,
'_!n', ;. ,_, ' ., ;,;;'. _^;_v_____.~_ _;___,,,,_^__,;.;

F_y_ _._J 'X''__ _^__i_,___, ,_. _ .'_ _. __ ; _,;_ ,;''; __;' ,__,__;i' "''''_B
A
Se obse_a que R, _ R2 deEermina más de
, dos co;unto, convexos. F_~_ _'65 7 1
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Lu mbreras Ed itores , G eometría

Sea la región pentagonal T y la región PtO_l_m_ 15
reSUltanteS''T'(AiB} _ndl_ ue el v,_o, de ve,d,d de la, ,,_ u Nlentes
_ra este gráflco, cualquier MN donde ' p,oposl.cl,ones
M _ S y N _ S entOnCeS PUede Sef regiÓn _. nlguna di Ferencia de dos conjuntos no
COnVeXO (pOrQUe S también pUede Ser nO convexos es un conjunto convexo.
convexo) _ Il. Se0A yB dos conjuntos convexos, entonces

llN F_O III. Una región pentagonal equilátera puede ser

;. �  _Y nJvM B)vW c)FFF_

, Re8o_u,_ón
:;: c
F_ur01.66_

_ se .mue,tr, un, de t_ta, reg,.one, que se ,y_ ' _y n,
determinan con A, B y C, donde MN na está \'__ , '_" ^ / /'"_ 5';_;a_
COntenlda en la feglO_n y nO Slempre eS Un __ h______,_?m,_ ,_,___ 4_ ' __q_, __ c o n j u n t o c o n v ex o
. _ ' ' ' h ' , _ T ,v
f ' _'\'_'__,_/_ _________;w__, /_
? lII. FAlso (con__to (con_unto (con_unto
€_ no convexoJ no convexo} convexo)
t
!; _____^__?;_ F_ur0_.68
, ,;____,_______
__ , ____,_i,___s_,'_'"' ' \ Como se muestra en la flgura 2.68, la
_ ,,q_,, diferen�ia  de conjuntos no convexos da un
n e,_,_,_^__,_,________,_,"^ conjunto convexo, mas no por ello podemos

F_u__.6r IlN

e eXpOne Una SUpeffICle CUnra en el A v ,,_ ' ,_ \_\" -___ ?____vv_q__,,_\
espacio donde M y N se encuentran en la ,_/__;n,;_,;_x_'_4n__ ;, ' , ,;__N_ n. ,,,
SUperflCle, pef0 MN nO eStá COntenlda en ,____ ____, v__y ___' ' ' _^q
_ ella conCluirnOS así, qUe nO Slempre eS Un _ '__y__,_!hn_;m__ ,/,_/ ,_,,_____,,'
_, conjunto convexo. ___,__' '' '__; __' ___ '___;_n _' ____ :,':
2.
_ _.. __?n 0 _ _, F_,__.6g
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CAPíTUlO Il C o n c e p t o s t o p o l

Sea A un círculo de radio r _ y B un c j r c u l o d e R e s o l u c i ó n
radio r,. Ver nlgura 2.69. l. _ _ AD E R o
Sesabe '
A_B=AuB-ArtB _ e _ _ ; _ , _? _ _ _
' _ x _ , , B
por lo cual MN _ (A _ B) entonces es un __ x _ _ __' F_ v_i _"_____
t ,X'?__ __^_ _ t? _ _ y _ 'M_ ^'" ^ ' '
' A^ _ ;_ , _ _ _, , _, _ _ _ '

_fI. F_o F _ u r _ 1. 7 l
0 ie ;o_nR Sea la fegl Otn ClrCUlarR y la fe_l'O/n CeSUltante
?_'_x/__?, ,_m _ ' v,"
xn' _':_ _:y 'y_ ;__?' ___' _/ :'' ^' :_;/ _ M_N
__'_______h\/ ___ a '
0 ' ' _^ ^__ _ _ _ __ \' c o n v e x o
L ,__\ U ' N_X
! , _ _'nV_;!
_ _ l í g o n o
F_y_1.10 M

Se notaMN_Rentonces la re gión sombr e a d a N
(RJ es un conjunto no convexo ( pero p u e d e
serconvexo). F _ y r _ _. 7 _
/_A_ _ s e a e l p o l _ g o n o L y _N _ L , e n t o n c e s L_
/ c o n j u n t o n o c o n v _ o.
Pr__lem816

lndique el valor de verdad de las si guient e s \ __ \ A
ro osjcjones. _ , n _ _ M, r _ _ v X _
I. Una región cjrcular de cu yo contofn o , _ \ _ , , _, n ? , _ _ m _ _ _ \^_ , ,_ _
_ ; ,x_?_ __ ;n __ _ ;n_ :\ x ,î ; ; ; ;/; _ _' _ ;_ ,_ _ _v /
_ / ?^_ ,__ _ ,_^ _?_ _ ^ _ ;_ _ v , ?"! ~__'
^ 'm' æ_ _
. Un pOlígonO convexo es un con _unto no / m
COnVexO.
. / F_U_
_ na eS e_a menOS Un pO O eS U n a f e g l O n n O S e a l a e s f e r a _ y l a r e g i Ó n r e s u l t a n t e
OnVeXa. _ - ( A } = S, d o n d e M _ S y N _ S c o m o M N c S ,s e c o n c l u y e q u e S e s u n c o n j u n t o c o n v ex o.
AJM BJMV c JFN
' DJ_ EJFFF __,Y u _, , _^ _ \7 3
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Lu mbreras Ed itores G eometFía

_r_Dlgmg17 lI. F_O
B
Dadas las siguientes proposiciones, indique el p
valor de verdad (_ o Falsedad (FJc
A C
l. Si C es un po_ígono regular de 5 lados con
su región intenor.
D
eS Una dlag Onal del _OllgOnO regUlar
entonces, C- L es una región convexa. F_yra _.r5
II. La di_onal de un rombo divide a este en EFectivaInente tal co_no se obsenra en la
dos regiones convexas. Flgura 2.75, la diagonal del rombo di_de
al rombo (no a la región rómbica) en dos
IIl. Sea
feglOneSnOCOnVeX
Q: un tnángulo con su región intenor_
_: dos cenanas del tnángulo. IlI_ F_O
Concluimos que _ dinde a Q en un máximo
de tres regiones convexos. _',,,/ .

n)_ B)FFV c)vF_ _,, F
D)FFF E)vw n,,,c_""
' _ //___,__ 5'_'__;__"______:?_y; _
Resolución ,//// _ ,___,,_/,_____v,_,,_,,_
Anali2ando las proposiciones enunciadas A _ C
podemos concluir. F_y_ _. r6
_. F_o En la Flgura 2.76_ dos cenanas en un tná�gulo
determinan en la región tnangular 4 regiones
c convexas como máximo.
, _m_;,__,___v,__,
, _ _ ? 'VNæ'_,'_ Q
_;,,'\ , L
Q
_/_,/ ,_ Pr_Dlgm818
Señale el valor de verdad (V) o Falsedad (FJ de
Ias _iguientes proposiciones.
I. Una región tnangular de la que se han
ornitido Ios tres vé_ices es un conjunto
En la F_gura 2.74 se obsenra que C_L resulta
ser el conjunto de los puntos de la región C __ En un p_ano _a __ntersecc__o/
s in un segmento de su interiory es una región sem_ p_,nos determinad
no convexa, puesto que PQ _ {C- l }. conte_da en el pl_o es un con J_to no vacío.
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CAPíTUlO Il _ Conce pto_ to poló gi

IlI. Un t_ángulo inscnto en una circunferencia Los con juntos de pun t o s d e t e f m i n a d o s p o r
contenida en un plano determina 4 conjuntos el triánguIo inscri to constitu yen 4 con jun t o s
convexos sin considerar ni al tnángulo ni a la convexos (sin incluir los b o r d e s) , t a l c o r _ _
circun Ferencia. lo muestfa la _ gura ad junta.

A)v_ B)v_ c)vFF __'m__, -
D)F_ E)VW
Pro_l_ma19
Resolución
e laS Sl gUlenteS prO pOSlClones , S e�  a l e e l v a l o f
l. VE__ERO de verdad _J o Fa_sedad (F)
I. Una región poli gonal convexa de la q u e s e
____ han excluido sus vé_ices es un c o n j u n t o
; _ convexo.
_u, _' , Il. Ninguna re gión convexa resulta de la r e u n i ó n
;, %_;_ __,v,n_ ;?m__ 2' de dos re giones no convexas.
_v "/ v, ' , _" III. la reunión de los dos semi e s p a c i o s ,
_ _ dete_inados por un plano de se paración
F_u_1.77 contenjdo en el es pacjo tndj m e n s i o n a l, e s
_ _ t U^a feg'On 'OnVeXa'
de la región tnangul_ que contenga algún
punto que no sea de la región.

II. F_O
se ,_nel ostuladodelase Fa ,No_n el Re_OIUCl'Otn
puntos del plano, la recta que determina a l_ VE__ERO
Ios dos semiplanos no está contenida en Al eXClUlrSe lOS VéftiCeS de Una fegiÓn
njnguno de ellos y por lo tanto al no tener pOll_Onal COnVeXa, nO eXlSte Un Se_mentO
puntos comunes, la inEerseccjón de estos 4Ue UnlendO dOS pUntOS de la re_iÓn
semjplanos es un conjunto vacjo. pUede COntenef el pUntO eXClUidO. POr lO
Eanto, la región permanece corno re g i ó n
IIl.MRDADERO

; 8
,,?,_,,'t,_n,\ ' _,_,,_,,,,/ ll, __O
-\__ _' ______,,_ , _,_,_,____5_?u__;,;v ,,____,,m ,_n_,__
_'__'_m'_' %0 _'_______Y__ ,?__c_______%_,^^_' :__'______'__,,_,._____?_,___,_vv__,'m'_,s,,__ /___'
/',y___ ___0___ ,_, _m__,,__,; _,__, _,,,_____g_,'__;',, ____%_____ ,\_v/_\ ''
A ,,,,,__/,,, ;,,_,,3a.,,,_" ,,_,,_,g,_g,_,__,,,y,,__%_^"C , __\,____ _m_',______ ___;; ,,,' ,,_,_ ,_ _ , J q _ %_ m_ _,,vn,;_B__ __'m^'v; __ _; ,
^'^___ ^^_? ,,n\_4_,__,~,'t_,_^M___' ,, ,___u_' _'___Ç__ __v_,vS_,_',,?t_',''''''M_'_____:"S__,^ _'__'_'_'_, ,_,__ Y'
____,_,'_?_,_c_ __,_n_,,, ,,,_,____,___, ___ m_? _____ ___ i_^_
- ?___v"'_ __ c , _ _îmn_
F_u_1.r8 _ y _ _. r g 7 5
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Lu mbreras Ed itores Geometría

La r_gura 2.79 rnuestra la reunión de dos El conjunto conformado por los puntos A, B,
regiones no convexasA yB (con soInbreados C... no es un conjunto conexo.
distintos). La reunión (A u B) resul_a ser
convexa por tanto sj exjste alguna regjón II_ F_O
convexa de dos regiones no convexas.
Ill. FA_O
Como el plano de separación de dos
semiespacios no tiene puntos comunes M
con ninguno de ellos, entonces l_ reunión N
de estos semiespacios no es una región
convexa, pues un segmento que una dos
puntos de serniespacios diferentes contiene
un punto que no pe_enece a la reunión. F_u_ _,8l

__ __M _ si R-DABc v J y R__MNp no es un
(__C)
conjunto de una sola pie2a; por lo tanto no
_ro_l_mg 20 es continuo (conjunto no con_o).

De las siguientes proposiciones, dé el valor de IlI. F_O
verdad (V) o falsedad (F). B
I. La Función seno intersecado con la función
coseno es un conjunto conexo.
II. Sea R región lriangular ABC y _MNP. '
Si MEAB; N_BC y P_AC, entonces
R - DMNP es un conjunto conex_.
III. Si a una región tnangular se le sustrae el 0
segmento correspondiente a una altura A C
del triá�gulo  que limita la región tnangular (0J
siempre será un conjunto no conexo. s e
a R la regIOn trlan_Ul
BC: altura, R - BC es un conjunto de una sola
D) FFF E) F_ PleZa (COniUntO COneXOJ_
B
Resolución __
l. FVSO ;

---- -- ----"--- - -rsinusoide !_
0
cosenaide
(bJ
_

F_u_1.8o ____,D
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CAPlTUlO Il Conceptos to poló gi

Resolu�ión  I Resolución 3
Hagamos la pIueba. Tras múltiples intentos, Podemos sustituir el plano del museo p o r
obEendrernos siempre situacione.s análogas el siguiente esquema, en el que cada punto
a las de la figura, donde constatarnos que representa una sala y cada línea que une dos
el pUnto B se encuentra al exterjor de la pUntOS Una pUe_a_
zona coloreada, mientras que el punto y se
A _ c
enCUentfa en SU lnterlOr. Sl Una llnea que una
B con y tiene que cortar necesariamente otra
línea trazada .con anterioridad, es imposible D _ ves_ulo
resolver este problema.

F G

A B C
x _,,,__ _._,% COnStatamOS qUe dOS Salas poseen un n ú m e r o
_? ' ,_,"____ , ''''_
_ ;_,_ ,;_ ;,_u, _, , ___ , L ____,_ ""P^f de PUe_aS, Oi en OtfaS PalabfaS 1 qUe dO S
?c v? puntos de esta red, A y D, son de grado im par (veI
_ m _ teoremas). Sabemos que es im posible recorc e r
' _ _ ' ' esta red por entero de un solo tra2o así que
x y z '
_ ,, _ _' _ . podemos estar seguros de que en un momento
v / _ dado, el vigilante del museo se encontrará
encerrado en cual quiera _e las saIas A _ D.

Resolución 2 TeOrema l
Sí es posible resolvef djcho pfoblerna según _a ES POSlble fePrOdUClr COn Un SOlO tfa20 tOdaS
_ '
SlgUlenteflgUfa.
grado impar. El cruce de salida (el mism_ que el
de Ilegada) puede ser ele gido arbitrajarnentec
_
_ _ _ Teorema2
Es posible reproduci_ con un solo lrazo las re d e s
_ 0 que presentan dos cruces de grado im paf.
El cruce de p_ida debe ser uno de los c_ c e s d e
_ 5 _rado lmpaf rnlentras que el otro s e r á e l c ru C e
_ ^
(ver demostración en las pá ginas 71 y 78
Enciclopedia Salvat del estudiante , tomo l O,
Lingüística-Matemática) 7 9



_ __l_N Acsolt nlaverexsou_ ltangtepeds lcJo_nlg pJct _A) v_N__N _ _ _ B) MN _ c) FFF

' 0
fObIemaS _fO_UeStOS

l. Indique el valor de verdad de las siguientes 4. H_le el valor de verdad de las siguien_es
proposi cione s. prOpOSl ClOne S ,
I. La unjón de dos segmentos consecutjvos I. Sea P un polígono regular de seis lados
es siempre un conjunto convexo. COn SU reg_Ón lntenOr Y D Una d_a_Onal
II. la fegión t__gulaf, cuyo jncentfo se ha del pOlígOnO antenOft entOnCe5 P-_ eS Un
ornitjdo es un co_unto convexo. COnJUntO COnVeXO_
III. s; a una l;nea ,ectaA8 se le ext,ae el unto II _ Una SemlreCta eS Un COnlUntO COnVeXO_
.unto conv ex o IIl. La superflcie de una esFera es un conjunto
convexo.
A)wF B)M c)IVv
D)FFF E)F_ D)vvF E)vFF

2. Señale el valor de verdad de las siguientes _. Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones. prOpOSlClOneS_
I. Dos regiones t_angulares determinan I. M Un CífCUlO C eStá inSCntO Un tn_gUlO
como m_imo siete conjuntos convexos T; p0f lO t_t_ Si _ CíCCUlO Se le eX_ae la
djsjuntos_ al superponerse entre sí. regiÓn intenOf del __gUlO __ feSUl_ Un
II. un cjlindro uede ser un co_unto COnJUntO COnV_O_
I I. La intenección de una recta _te con una
. a una ,e ._o/n tn.an uIa, se _e ext,ae coro__rcW_puede_rconj_toconv_o.
- IIl. La intersección de dos regiones
Una _tUra, pUe e qUe Sea Un COnluntO
cuadnláteras es una región convexa.
COnVeXO.
AJM BJwF c)FFF
A)_ B)_F C)F_ D)vFF E)vw
D)VM E)WV
6. Indique cuáles de las siguientes proposi-
3. Deter_nineelvalordeverdadde lassiguientes ciones son verdaderas o Fals_.
proposiciones. I_ Sea R_ Una re_lÓn CUadrada Y R2 Una
I. Ningún conjunto convexo resulta de la reglÓn t_angUla Ct entOnCeS R_ U R2 eS Un
reunjón de dos co_untos no convexos. COnIUntO COnVeXO_
_I. Toda reunión de dos conos de revolución II_ DOS reglOneS _an_Ul_eS al SUPemOnefSe
.enen la m_.sma base es un con _,unto determinan como m_imo seis regiones
parciaIesconvexas
COnVeXO.
III. Si R y R son conjuntos no convexos
. Sea Una reglOn tnangU af de OrtOCen_O
taleS qUe R_ _ R2 f _ , entOnCeS R, - R2
, R-{H} es un conJUntO nO cOnVeXO.
nO Slempre eS Un COnlUntO nO COnVeXO.

A) _F BJ M C) _ A) _F B) wF c) F_
u D)_ EJ FFF D)FFv E)wF

8O
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lumb reras Ed itores G eometría

l2. _ndique el valor de verdad de las siguientes A) solo I B) soIo I y IIl C) solo ll
proposiciones. D) solo lII E) todas
I. Si se trazan dos rectas secantes a una
l 4. DeterInine el valor de verdad de las siguienEes
reglOn CUa rangU ar COnVeXa, laS feglOneS
.a_es determ_.nadas o, d._chas ,ect,s propos ic iones.
I. Si a una región tjangular se le omite
_,cunFe,enclNa una rnediana, se determina un conjunto
N ,,,n Fere nc,_ a inc onexo.
__n_ s__gmp,e dos con__untos II. Si a un círculo se le extrae la circun Ferencia
n m_imo de cuatro que lo lirnita, se determina un conjunto
conj untos c onvexos. _ nCOneXO _
III. Si el conjunto A es la unión de dos
, conjuntos no vacíos y separados, signif_ca
\_n queesconexo.
' 'v,_, ' ^ n) vvv B) v_ c) vFF
_ D)FFF E)_v

_5. En el gráflco se Enuestran cuatro cjrculos.
Se�ale  el valor de verdad de las siguie_tes
Ill. La circunferencia inscnta en un región ro _s_.c_.
tjangular determina 3 regiones no
convexas. __ _j
n)vvF B)F_ cJvw _ ___'
D)FFF E)VFF ,,' __

l3. En los siguientes gráFlcos, seteccione cuáles _3
son conJuntos conexos. ,,

_C,e '__^ ''_ ' \ _, _ _ conJunto (_vrgu%u_) r_ es
?îm___~_____,_,,____ , _ __\_ \ \ _,_, ' l 2 3 4 4
^ ___,YY__?~ ' _,,,_,____,_,,,__,_,x _ simplemente, conexo.
II. El conjunto _3- _4 es conexo.
IlI.El conjunto _q- (_1u _,u %3) es un
conjunto no simplemente conexo.
n)FEv B)vvF c)FFF
C'I'_ D)vFF E)nv
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CAPITUlO Il conceptos topológico�

l6. Si la reunión de una región no convexa l9. Deterrnine sj son verdadefas o falsas l_
(cóncavaJ con una región convexa, de tal siguientes proposiciones.
fo_a que no se intersequen, resulta una I. Un subconjunto de la recta euclidi_a e s
región cóncava; entonces dichas regiones conexo si y solo si es un se gmento de el_a.
son. II.
' _ /_ _Mt_n-_de�  (_ ; j
A) una región cuadrangular y un círculo. / ,,___,/,/ ;__,,_m_,_,__, ,____/,_, _ _ , ,__ ,,_ v_,__, ,________ _,,, _~ ,_"
B una fe ,_o_n cuad,an ula, una ,e ,_o/n __%___I_/,_,_v_n_,__C,__,_,,,____;^____,_,_v_''____'____v,_, ^ _;'_
_ de___ \ (__' J'_v__ _' '_;____ ,_t ,_; ,__ \ __, , _ ___ _ _ _ _
triangular. _ ___________a_' ___ " ""_ ___"^ ~_W, _, , ;, ___,___aa__ ,_______ _ "'
CJ una región pentagonal y una región ' / n / _ v
_____A_A_ ' _v '
raangular. v n ,, _
D)AyB.
_ A A1 '
E)ByC.
III
IT. Dadas las siguientes proposiciones, dé el ,__'"''_
valor de verdad (V) o falsedad (FJ _ ' _
; _A '!
. LaUnl OndedOsreg,onescOnvexasresulta __ /' _\e ' ;',
una región convexa. '\_ _ __ _ / _un_ode
" " _ _ C O n la C t O
Il. Una recta secante a una región convexa ,_ _\ _
determina en ella dos regiones convexas. _ _ _ B ' _ ,!
III. La intersección de dos regiones no __' ', , n /,'
convexas puede ser una región convexa. ' ' ' _
Si�ndo  A, conjunto A y B con junto B.
A)vFF B)_v c)vvF Si Au Tu_=_,_esun conJunto co_exo.
D)FFV E)M
A)vw B)VN c )vFF
l 8. Indi4ue la verdad o falsedad de las sigujentes DJ _V E) M
proposiciones.
l. El cjrculo es un conjunto conexo. 20. De laS SlgUlenteS pfOpOSlClOneS, Senale SU
ll. En un t_ángulo ABc, se traza la mediana CO�d'C'Ó^  Verdadera O falSa_
AJI, si R es la re ión t_an ulaf ABc_ I_ El VaClO eS Un COnJUntO COnVeXO_
entonces R__M no es un co_unto ll_ El PUntO eS Un COnJUntO COn VeXO_
III. El punto es un conjunto conexo.
__ _. La ;nte,secc;o/ n de dos con_unto, conexo IV_ InflnltOS PUntOS COnSeCUtltVUS f_rman Un
_ conjuntoconexo
SlempreeSCOneXO.
t
', ' A)VFF B)IW c)WV A VVFF B VM C _
D)Fmr EJvvF D)F_ _)_
t
; __
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0BlmV0_ . ,
_ C0n0cer la diferencîa en_e Iíne_ línea recta, segmentD y 5egmento de rect__
. _ D�ferencî_  e__e án_lo _ _ angular. _ .__
_ Estab_ecer las pasi_iones rela_vas de dos rectas en el plano y _as propieda_ des de los ánguIas
det_rrMnados p0r dos rectas _alel_ y una transvers_. , . _: _ _ _,,

i __TRoDucc_óN .,
i si now_ re_nontamos a la prehistoria, es posible que , _ ,, , __ ___ _v_____,
el hombre con sus concept_s pjmitivos sobre número , _ ,,,_;_ ,
y medida haya contado con los dedos L! otTos objetos V''v_'m'___'Y___w:__,_,?_,_.,;,',_ __,
que lo rodeaban. Respecto a las rnedidas longitudinales , :: _ _h_',,_n_
' ___ _ __n' Ý'_s' _______v__,,_
de ciertas líneas, pudo conseguirl_s al compararla_ _. ,, ,,? _,,_'s _ ___,,,,_, h, ___D__,_____,_,?,,,,,,,,,,_,,,

Todo esto nos jndica que ya se tenía la jdea de fronjo de línea que se obse_o en o Igunos animoIes.
- como en la cebro.
línea, la cual Fue perfeccionada hasta lograr una mayor
precisión en el desarro_lo de la huInanidad. Po_emos comprobar lo mencionado no solo en la
construcción de las pirá_ides, _templos, palacios e Fectuada por los egipcios; sino también en lo he_ho
por los incas (andenes, templos y canales de irrigación).
La idea de ángulo ya se encontraba presente y sirvió para dar forma a las f_guras cerradas que se
E usaban para delimitar los terrenos de cultivo y a los bloques de ladnllos para sus edif_caciones.
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CAPíTULO IlI línea recta, segmento y ángulo

Porcitaralgunasdelas23de Flnicionesqueaparecenendicholibro, , _! '_, __,,_ _ _, 1_, _
asítambjéndelos5 ostuladosdeEucljde,, odemosmenciona,.. : __ ,,__ _ç'5J_J '?_ __ m _,_
1. unarectapuede tra2a_se desde unpuntocualquierahastaotro. _," (_!, _ ,' ?_, '_ _ t 9 _, ,_ '
2 ' t '___?__ K
recta jlirnjtada o jnde Fjnjda _ 9J _' J_ _ ___ x _
' V___ J;___J
. Todos los ángulos rectos son iguaIes entre sí. _ ___ _ ; _, _, _ _C_ i ,_
_ por un unto cuales uie,a corno cent,o radi_ arbjt,ario se uede _J __ _C _ _ _, , _, __
' t,a2a,un,c,.,cun,e,enc,.,. , _ _n_ __,__e,,"_ _ __,, , ,?3;;,__
_. si una recta ue corta a otfas dos Fo,ma uno de estos án ulos J_ ___ '_ ; ' _ J
interiores deI Inismo lado de ella, que sumados sean menores ; ,, _ ?_ : ; , , _
que dos rectos, las dos rectas, al prolongarse inde Flnidamente, se ",_ V_ ' J ; 9 J
!_ J _ e
cortarán del lado en que dicha surna de ángulos sea Inenor que __? _ __ _
_ ____ ?J__
osrectos. '__ "
Se presumió que el quinto postulado se podía demostrar a partir QuiPu incaico_ los quIpus eron un
de los 4 ante_ores, es decir, para muchos rnatemáticos el postulado de 'nSt'UmentO báS,CO en JO 'OmUn'tO-
las paralelas pcesentaba un verdadeco problema sin resolver. ''Ón Y 'On'db'''dOd 'O' CU''d'S Y 'Y'
/ N _ t _ N _ _ nUdOS (JI_neOt f PUntOS) POlO 'Uan"
' tI_car cosechos, censar /o pob IocIón
emprendió la tarea de dernostrar en su obra maestra _uclj_es libre de g,n,do e,c EJ co/o, equJ,o/,,o ai
tod_ mancha, que el sistema geomét_co de Euclides, con su postu_ado ge,,e,o y eJ ,,d,, (, ,,,_,d,d
de _aralelas es el único posible en la lógica y la expejencia.
Hoy en día muchos conceptos han carnbiado; así podemos citar los postulados de Hilbert para la
geometja euclidiana plana. ' '
Grupo l Postulados de conexión
_ Hay una y solo una recta que pasa por dos puntos distintos dados.
' Toda recta contiene al menos dos puntos distintos, y respecto a una recta hay al menos un punto
quenoestaenella.

líN_RECt_

CONCEPrO Notación
A la línea recta se le denoEa de dos maneras '
S Un e ementO de a geOmetna y a SU Ve2
2 _natemátjco constituido or inF_nit
puntos que tienen una misma dirección. _
_ Llnea feCta__

Representación _ Ll_nea ,ecta AB. _^
A B

F_ur0J.l F_yr03_

2 Ente, lo que ex1ste o puede ex1st1r El que no t_ene que _r real y verdadero y solo ex1ste en el entend_m1en_o
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lumb reras Ed itores G eometr ía

_0NGlrUD DE UN SEGmEN_O DE REttA _dición
En la métrica euclidiana, al valor nurnérico '
de la función dist,ncia ,e le denom;na ta,nbié, A_B C
_tu_ _e_ seg,nento dl d2
la UloUng ' itud del segmento es un número
_Ur03.ll
real positivo y resulta nulo. solo en el caso en
que los extremos del segmento coincidan, esto Si AB = d_ y BC _ d2, entonces AC _ d_ + d z
es, cuando el segmento se reduce a un punto.
Por tanto, cualquier segmento no reducido a un s,_t,acc;ó
punto tendrá longitud positiva.
_ A B C
A B
___ _ l
'
F_u_3.l_
De la n_gura 3.9, la longitud de AB es _: AB = _
, Si AC �  d_ y BC�  d2, entonces AB = d, - d,
PUNrO MEDlO DE UN tEGmENrO
Esaquelpuntoqueperteneceaun segmento RA_0N DE LONGl_UDEt DE
_e recta y que deterrnina con los extrernos de DOS tEGMENrO_
e5_e dos segrnentos de iguaI longitud. Ag 2
La ra2ón _ = - se lee AB es a BC como
BC 3
2 esa 3,esdecir, AB=2n y BC= 3n
- F_ura 3.lO Et cual gráFjcamente repfesenta_a

Si M_ AB y AM = M_, si y solo si M es punto A B
rnediode AB.

_ _ ' 0,,,_,_,,,v,,_,,,0,,,,,ca,,,,,,0g_ _D _,, '.,__,,, _,,,, _,,',,,,,,,,,,,,,__,,_0,_,d___0__'_,_o_,,'_,,_,_,0__,_,'___,_,'___,_,,'_,___,_,_',___'_ _,_ _,__,______,___,,_ '__ _ %__,,__,g_ ___ _'____,_ ______'_a, ,,,_,',_,, _'___,_'_,,,,',,,_,,,'_,,,_,_,,,_,_,'_,,,_,_,,'_,,_,_,,__,,_,,'_,,_,_,,_,, ^_,,^'_,,_,_,,'_,,_,,_,'_,___,,'_,,_,_,,__,,_,__,_,_,,_,,__,,'_,,_,,__,,_,,'_,,,,_,,'_,,_,,,_'_,g,_____a,,_,, ,u, _80_0_,0___ ,^,_,_ ___0_,_,a_v__v0_ _ ,y_0 , __,,, __,__, _____,_8'__,_,_'___,a ,_,__,___,, ,_,i__ ___ ,__'_o',,0___',,_,,, ,__,,,,,_,,__,_,,'_,,_,_,,'_,_,_,,__,_,'_,_,_,,'_,,_,_,,__,,_,
,_ , ,,_ R___^_^'_^^^^,^_,_^_'_^,^^'^^^_'__,^___a,^_,^^_^^'__,,^''_,,,^^^'__,,^''_,,,^^^'__,,^''_,,,^^_,,^^,o,^^'___,,^^''_,v^'_'__''_,_^',_,_^^'__,,^',o,,_,,_^^''__'^00, __0_n,__,__^^_ ____.__,_^.___-_'_____,________':_____,. _y,__
g___,,,_a,,,__,,,,,,_,_,_,_,,__,__,^'_,__,,^^_,,^^'__,,^',_,,,^^__,,^^''_,,,^_^'__,',_,,^^^__,,^^''_,,,^^^'__,,^^_'',,,^^^'_,,^^'_,,,^^'__,,^^''_,,,^^^'__,,_^^''_,,^^'_,_^'',^^^',_,,^',_^^'___,''_,_^^^'__^^',__,^^^_,,^^,_,,,^^^__,,^^'_,,^^^',,_''g^'_^''__^^^'_,^'_,,^^___^^'_,^^^'_^^'_^^^,^__,^^^^^'__^_o__0'__,'_o,_'___,,,_____,_,_'_^'^^'^^^^^^'_g_^_,_,'0:/_v__,_-,_';_,_,._________,,_,__^__,_,____^''_^^a,^^'_,,_^^%_,^^'___,',a,___^_a_^_^^_^^_o^__,___,_____,'0,_,_,'_,__,,_,0__,__,'_,0^,,_,_,,,_^'_^'%,^'_,,^^',,,^^^__,,^^_,,,^^%__,,^,'_,,,^__0,^''_,,__,_,^^_,^^^',,,^^',,^^^'c_,_^'_,,,^^^'__,,^^''_,,,^^^'_,, F_ur_ 3. J3
,_''_'^^'^^_,a,,,,_,y_',_ ___v_''_'_'^i_^_"^'''_ '' '"n'/''"'" '' n''_''"'' ""n_v__'_0^^^^^^^_^^ "'___'_ "n-'"_' '_''__''_xnv 'n'_^ ^^_^^ "_'_0^"'""_^"_;'
___,,_0_o_,____,_,__,_o_____i_"'^^^ Todo segmento de línea _ene un único ____'_,'',,
'_____^^^''_,,,_^^^o'_,,,, punto medjo. '^'___^^^'__,^^^',_ _lOM_ DE ORDEN EN _ _íNE_ RECtA
Si los puntos A, B y C son colineales y
O_ER_ClONEt CON Ut lONGlrUDEt DE AB+BC=AC, entonces se dice que B está entre
_Ot SEGMENrOt A y C o B está entre C y A.
Puesto que se puede asociar a la longitud
de todo segrnenEo un núrnero real positivo, A B c
, podemos reali2ar las siguientes operaciones
ma_emáticas con dichas longitudes. F_ur_ 3.l9
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CAPITULO Ill Línea recta, segmento y ángulo

_> _ _n,,,,___, __,,_.'__^'.__ __m___,__,,,; , ,':,_.,____t_,?____,__,___','?_,__,,_____C_'__ ______G'^__mac_,__,?_,____,,_,_,__e_,_,c___;,,,___t__5,__.5__m__,_C ,_,m___ ?__,___ ____,,_____;, ,; __,_',_C,,__^_Lo__%_____,?, ,_9, ''"''_',__,m__?___,'?,_m____,, ''''^v___,?_R__'_,_,_,M_____,,,,,_,;'_'m__ _______~,_%,_i____"__,S_,___, ,____a,Ys__ __n%,_,__,___ _
_ __ y,'_J ,______, _ __ q_'__' _______ ,_,%_________q^_,, ^i,_',%___,,___,_ 5_,,___,_ '_,,,___ ___,_ _____,, :,'_ _______ ___,,___,___n^,__?_,m_,_,,_ ,__;,_,C,,_,_.___. % _Sh_ ___:,,, ;_,. _.__c >^_? __'__'_,,, _, _,,,,,__ ,__ __ _5vn,__g _L____s?_____,' _;_ ____J,___ __u_,_, __5_,___,_?_ _____________M___?,? ;___n__ __
_, , _ ,_ _ ,, _ __,_ , _ ____, __,'___5____,,,M__, ,? , _ ,___,.____c__ ___ ,__C__ ,__,,n,____n_ ?', ' ,__ ,_,__n? __n ,__ _'_____ ,_n_ ' ',,?" ,_ ,_,_ __ _ __" _ ,__c_.?,_, _, _,, ,_, _^c;,_ __ ^? __,, , , __ ,__', __q_ c , , , ___ ,_', _'__m______?__ ,_' _, __ ,^___, _, ,_, _ _ __ _m ,, , ,_ ,, _, _, , _ , ._ ; ___m_ , _ , _ _ _? _ _% ,% _ , __ _' __ _ ,_ , ,î ?; _ __ __ ,__ _m_ ^ ?,, _ _? __ m __ _ _ _ , _; _ , _ ,___ _i _ _ v __ ,_ ,_ , , _, ,, ^_' ?mv^ , _ , , ,, __? _' ,^ , ,m _ __ m_ _ , , , __? ;' , _ _%n q. _ , _ ,C,
___ __"' _
' OS _OStUladOS y _Om8S de Eucl1des_ Euclides basó su geomet�a  en tres clases de enunciados: las X
' de F_niciones, los postulados y los axiomas (en la actualidad no se establecen diferencias entre _jome
ostulado). 3,
Cinco de ellos son comunes a todas las ciencias que estudian rnagnitudes: _,_
l. Dos can_dades iguales a una tercera son iguales entre sí. ,,%
_ 2. Si Óadimos a dos __dades igu_es o__ dos can_dades i_ales, los to_es que _ ob6enen son i_aJes. _
3. Si resta_nos de dos c_tidades ieuales otras dos c0tidades iguales, las diferencias que se obtienen ;
son iguales. - __
4 _
. LaS COSaS que pueden Supe_onerse unas a otras son iguales. ;;
5. La totalidad es mayor que la pa_e. ,
Los o_os cinco son postulados _specíF_cos de Ia geomet�a:  _
l. Sie _npre podemos trazar una recta entre dos puntos.
_ II. Siempre podemos prolongar las dos extremidades de un segmento rectilíneo para obtener una _
recta inflnita y continua. _
III. Para deterIninar un círculo, basta con indicar su centro y cualquiera de sus radios. '
,, N. Todos los ángulos rectos son iguaIes entre sí.
V. Por un punto extejor a una recta, podemos trazar una paralela a esta recta y solamente una. :
Este último postulado es doblemente célebre. _mero, por las inútiles tentativas que se han hecho para '
_ demos_arlo a pa_r de los postulados antenores y segundo, en r_ón de las consecuencias que tuvo
para el desa_olIo de la geomet�a  su sustituci�n  por uno cualquiera de los axiomas siguientes: ;_
' Por un punto extenor a una recta podemos trazar una innnidad de par_elas a esta recta (geoInet�a  '
_ deLobachevski). _
_ Por un punto exterior a una recta, no podemos trazar ninguna paralela a esta recta
(geome_a de _ernann). ^_ Y _

u_0 ;n , __\' ___ ' _ 4_ / ' _' , v J_ _,J_,,__^'__ ;____c__ ;' _,

Es la Flgura geométnca formada por un par de rayos que ,
tienen eI misrno ongen y que no están en línea recta. ,,,;;

Representación n ,, '

A ,,,,__,,__ 0

O
' rdmiento de Io Iuz en Iineo recto y cómo Ios
F_u_ _,l5 hoces de Iuz formon �ngu  Ios.
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' Lumbreras Editores Geometría

En la F_gu Fa 3. l 5, se muestran los rayos _oA ES neCeSanO tener pfeSente qUe al denOtar
OB denorninados lados del ángulo y al ongen Un ángUlO, la letfa Intermedla COFreSßOnde al
común O que se le denomina vértjce. (Los lados Ve_lCe.
y el vértice constituyen los elementos de un
ángulo). Se9 _n H i l be_

Por ángulo se indica un punto (llamado
Notación ve/,t,_ce del a/
_gulo AOB de vé_ice O: _O_ det a/

RE_lONES DErERMIN__AS POR UN _NGU_O EN EL P_NO

Dado un ángulo AOB que está contenido en un
. luego en _oA y _oB se ub_.can los puntos M M A
_vamente M_o Nfo. _a orc;o/ndel lano 0 Regióninteno_
del_Od
H en la que está contenido el segrnento de recta MN N
' _ B
excepto sus extremos, es la región intejor del _OB.
_O_c_H
F_u_J.l6

Regi�n  e_erior de _n ángulo
___, _ ___m __^q? __? _ _n _?_ __ ' __ _ : __ __? ___ i? '5_ _ cn_ ___nv _ _____ ___
S el COn_untO de todos los pUntOS del plano que contlenen a ____,__?_, ___ _' ___ __,? _ _"__ _? _ __,v?_? __,____
,m__v___?___?________ __J^ ? __
un ángulo y que no están en el ángulo ni en sU interior. ,_____,__'_?_^_ _,_? __c??nv_J,?_______ v,_ __,,,_
_ '___ ' ,_, ?_ _ _ _ _'_ ' U' __K^_? _" '_ " _n,_ J __ '_ _,_n_,
__c__? ,_r ,_, __ Lc_ c, _
_?_ _???__9_,e_'_ C _?_c_^_________?
Regiónextenor _ ___?,___ _, ?_____,__? _______ __,,,____?
de1_o8 ?____ _____0_,__,__ ___Jv,______??,__0 __
_v___ _e_, J? ,____,___?c _?__? _
s_ _ __, ___?_______ , , ? _ß__q__?_ _ ,?__
__,_ - _ 'X w__, ,_?,_,__ __?_? ?_____?c_ ___
? n _ _?_q___ ___ ___ 'C_ __,?__?V
___??"'_^___ __ >_S' _? V _ ____
____ __ _ _ _m__ __?_ m,_
ß n ? _ _' , _ ? vv_g_~_e__c__o?
___n ^_?___ __? _ _ _mv,,"__n__c,_?___,

_ _
_O_ c_H ónguIos Y Ia región com_rendldo _or
estas e_ Io regJón JnterIor del �nguIo.

'_^ _ ____ Jc __ __'_"' _____m____'__'y?__'"_' ' __ _,_,_ _"';_, _,___,m_^'C___^_y^?_n____?____' '' 'M______e__,_,_____ ____,,___,______^ ___ ______%___?__?____',___'_'' ______ ___ ,'____ __,_____,,,,_??_'__^_^'^?'___?____;', ,, ' ,___q_______??
, _,___,_ __ , ' , ,,__q_____'_? __ __,,_, ____,,__y__,,,,_n^_ _v_,__,____,_______?, ,,,__,______'_____, ,_,_,,,__,___,__m_ , ________,_,__,_ v____' _',_,_?.M._?__?, ,_,_, _q_,,_,sm_>__,,___c ' ' ' ' __'_,,'_'__^, '__,^,___,_c__ __,,_,? __?,___
___ mn___"" "J'x________"'^_^nn__^_"m___""_"'"__' __m__n"_____,__m ^__'
A la re ;ón exten'o, de un án ulo se le cono,e o, cuest;ones ,áct;cas como exte_or de un an/ ulo. _
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CAPITULO Ill ' Línea recta, segmento y án gulo

mE_IDADEUN_NGULO
Usualrnente llamarnos medjda de un _n_oulo a la medjda de la am plitud
de unán ulo3.
A la amplitud de un ángulo se le asigna un número real entre O^ y 1800 al
que llamaremos medida del ángulo (sistema sexagesimalJ. O a a
Si la rnedida del _OB es denotada por m_OB, entonces
m_O__a B
a: Es un número que indica cuántas veces el _OB contiene al ángulo
unitario (ángulo cuya medida es l^4 _ que convencionalmente sR mide
en su interior). Fi_ura 3.l8

POt_U_ADO DE lA CONtrRUttlÓY DE ÁNGULOt
_ _
_ . "m!Pt"n^
1 H _
determinados por ta OB. Para cada número real a entre 0
a
OO y l800, hay exactamente un rayo OA con A en H1, tal --'---'-------o B
quem_Od=a. _
ur_3.J

POt_UlADO DE _A ADltlON DE _At MEDlDAt DE ÁY_UlOt

Si D está en el intenor del _OB, en_onces m_OB = InqJ1OD + rn_OB.

__,
__
__ __:_

P D '_' ,__
0 a ,_ _, _ :_ ;
"xk- --- :__,
B s __,,_,

_ _:
__g+8 _ :__ ,,__:;'?,____ ,,
Un hoz Ióser es uno /íne a r e c t a d e I u z
F _yfa 3_o mUChO mat IntentO qUe /Ot fOCOS _ O f m O I e t.
EI efecto que producen, es pecio Imente de
noche, permite formor con eIIos án guIos
consecutiros.

(3) Se 1Iama amplitud de un �n_lo  a la separaci�n  existente en_e sus lad_.
(4) EI sistema a utiI1z- ar en 1a medición del ángulo es el Sistema hxa_esimal.
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L u m b re ras Ed itores _ eomet ría
AN G U lOS tONG RUE NTE_
Dos ángulos son congruentes cuando sus medidas son respectivamente iguales.
A M

_a _a
O Q
F_u_3._l
Si _OB es congruente con _QN (_O_ _ _Qm, entonces m_OB = mqMQN = a.
BltECrRlI DE UN ÁNGU_O
A
s aquel rayo cuyo o_gen es el vé_ice de un ángulo, y sus
demás puntos al estar en el intejor del ángulo, forman con sus
lados ángutos congruentes.
En la n_gura 3.22, P está en el intejor de _OB. De la
Flgura, m_OP�m_OB  = 0, si y solo si OP es bisectriz g
de_OB. o_0
B
F_ur_J__
t_AtIFltAClÓN DE _OS ÁN_U_O_

De ac_erdo a t_ medida
Angulo _udo. _ aquel ángul_ cuya medida es mayor que O^, pero menor que 90^.
Angulo recto. Es aquel ángulo cuya medida es 90^.
AngWo obtuso. _ aquel ángulo cuya medida es mayor que 900, pero menor que l800.

A A
A

a a
^
__ a< 9OO a= 90a 9Oa< a< _80O
_O_: K agudo _OB: q recto _OB: K obtuso
F_u_J_J
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CAPlTUlO Ill Línea feCta_ Se_mentO y án_UlO

_e ac_erdo a la posîción de sus lados Ángulos consecu_vos
ÁnguIos aqacentes Son aquellos ángulos con el mismo vértice
Dos án ulos son ad acentes si tienen un aUe eStan COntenldOS en Un mlSmO planOt S_S
l,do común ,us ;ntenore, ,on d;s Juntos5 y están '^t'nO"' 'O" d''JU"tO' qU' "l 'e' tOmadO' U"O a
' continuación del otro presentan un lado común
contenidos en un mismo plano.

_ n__,n
,?__ _ _?
_,__ _, ,,' ",,,,,_ o __, _',^____, '
O _'^,___ ___g__ /,_C_,
"'____, _____,?/_
_c'____,_% _ , _

F_u_3_9 F_u_3_6

Los ángulos AOB BOC COD y DO_ están
CDH Y__c__
COntenldOS en el pl_nO H. Sl Sus lntenores
son disjuntos (no se intersecan) y están uno a
se u/n la n ura 3.24 _og _oc son COntlnUaClÓn del OtfOt Sl_nlflCa entOnCeS QUe
_ dichos á�gulos  son consecutivos
adyacentes (el lado común es OB).
/ _ ^^_^_ v,_v5, _ _ ,,__n
\__T ' h _ _ ' _ , ___'' _ '
común OA, pero no son adyacentes, ya que sus __ M_xm; ' , _s'__" __ __,__?
' ,_ ' \_ ,_ ,_ n, _,"_ __ ___ ,_
intenores no son disjuntos. _; >,_ yq _ ;_~_, _, _ ' ^? c , _, _'
_,c:,_____,_,?'_____,_ n__;,_,__ ;_ _c_
_ _ n 2 ' _ _ _ ,,_ _, _ _ _m,' _ , _, _? ' '_ _ _,, _
_ , ' ___ _ _ceç__a _ " "____
vnc _! , _ _,_,__',____?_m_^ 9 __ ' _' __,___5__ ,_ ! __ _ ,_ __ _ "
" , __ %a?_ __m_ , __ _ _', _'_ __ _ , _ _ ,' ' __ ? ," _ _ __ _' ? _5 n _ _ , n, ' '_ n _ _S' _ _ _ _. 4 , _ , _ __ c _ _ q
, _ '___^_9'M___,q_qa_,,__'' ' it _ _ _ _._ _>_ _n, _, _ _ o __
_ c''s "_,,,,__ ,. __Jm__J,,,_ ,_____ ~,_
__, __
Uf03_5 _ __^^''_
Las copos de Ios órboIes impIden eI poso de Ios
_ royos deI Sol en un basque denso y aqueIIos
_O_ _ __, __ c aH ' que Iogr,n pasor o tra,és de y, ,J
. ónguIos consecu t I,os.
Sea:
rc,oB,: Intenor del _OB
. _ ,m___M_m_5,__,,0,
(__ ' / _,?__'
? '
Onde:
t J _ J x _ entonces sus interiores no son 0
;! ,_,.,J.Jun_oa, ' M
F_u_3_1

5 Conjunto disjunto' Un par de conjuntos cuya intenección resulta vacío
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Los á�gulos  AO_, C00 y _OF estan/ conte- A g!
nidos en el plano H, sus intejores son disjuntos
y están uno a continuación del o_o sin ser
. consecutivos. En la f_gura, se puede apreci_ que
_O_ y qC00 no presentan un lado en co_nún.
- ,, o F_y___8

_v,-?_ _9__ ' _'' , ',__'_,_ OA y OA' ; O_ y Od': si son rayos opuestos
_o__,'__, _' , 0,,,,,n,,,,__,,,,,,,o_,o,,,,,,,, n_ _' ' , _O_ y _'O_' son _/ os opuestos por el ví_ce._

_ ^ ,__ __? _ ' _ ^ , _ , ,, _,, _ '_ __ _^_a_ ^' '_, ^^_, '^__, ^^'_, ^^_v, ^^'u, ^^,^'__ ^^_^n^__i____i_ ^ ' _i'__V_ _' _ _'io' i_^'' __'' _^_ i^'^'_ 0^'^'v ^^_,^'D^'__'ß_ _, _'__^'i'_ _,__'_ '_____'_:_c_,_ec _' __? ^ __,^^_ _^'_ _'___,_ ^__5'_,_ _ _'^__i ___ ?^''_ _,_' _',__,;^ :'_,_ '_ __,^' _', ', _'_'_,_ ___ _S_'_, Oo__, ____v_, '^'_'__c__' __^_','__ :_ '_:: ','_ :'__'__^, ^''_0____ ___ ^'0"0o ^'_,'' ^^'_,'%0 ^'____ '^__'___ ^'_ __^^___'__ ?_ __^^ 'S ____'__,' __ _^__vs' __,i _'_ _'__ __,_i_0_v ^_''_,_ _, ___c'_,_,_i______^_,''D'D,_,_'_,_^_,___i_ _
_ , , , ,_,_, , ,_,__ ,, __ ' _ 0, , _, _ _ / ;, , , _ , _ , o o , _, _,' M _ , ,_ , _ ?? '_ __ __ _? ,0 _c , '__ _'_ _ _ _ , : ____ ?'i _ ___ _' _'__ _'_' _ _ _ __a? _q __' ' _ , , _ , , , c , , , , _ , _ c , , , , , _- , , , , , , , , _ o , , _ _ , , _ , , , , ,, , , , , _ , o , , , , , _ _ , , , , 0 _ , _ , _ _, , , _ ,_ ; , ___ s s __ , , _ , , _,'_ _'_ s _ 's _ , , : , '_ : __, , ,; _ _ , :i , ,^_ _'c_ _' , __ _ , D ,_ ,i _ :_ _ _ ^^' ,n _' :'_ ,_ ' : , , 5 _, _ , c , _ , , _ s_ _ _ 0_ _ _ , , c , _ , ,_ _ , _' , , , ,''__ , v'e , : ,_ _ , _ o ' , ,_ , _ , , _ , , _ ,_ ,_ _ _ _ , ,'_ , ^ _ _ ^^ _ , o '^ , , , ,_ , , ,0, _ , _ _ ,_ , , _ ,' c , __ _ , __ _ , _ O__ , __'_ _ ,_ _ _ , o_ , ; _ , , _'_ _ ,a %_ , , , s , ^_ , , , '_ , , _ ,''__ , , _ , ''_ , , _'D _ , _ , __ , _ , '_ ,_ , _ , __ , , _ , _ _ ___ ___ , __ _ ,_ ,'_ , , , ,_ , , _ ,c_ _ , _ , , __ _ ,'_ ,c_ , c _ ,'_ , _c_ , _ , ____ _ __ , ,'_ ,_- c, , _' , _ c , : __ c , , ; :^_ , v'_ ,d_'c ^' , ,_ _' s , _' _ _ _ __ , ,_ _ __ __Y_ ,; _ ; _ , , , , , , ; ' ,_ , _ _ ,0_ s _? _ ,'___ ,' _'_ , _ , _ _ , _ , 0 , , ,_ _ , _ , ,'__ _ , 0 , 0 _ , _ , _'_ , _ o , _'o _ ,'''_ _ _ v_ _ , _ _ _'o , _ _ _ , ^'_ _ , , ,^'' , , ,'_ , _ _ _ ,"_ , , o__ , _ ,''_ , _ ,'_ _ , _ oo , , , _'_ _ _ _ _ , , , _ ,_ , _ _ , , , _ __ _ , , '_ v _ _ _ ,'s __ , , _' D _ , ,^^'_ D _ _'_ _ , _ , , _ _ _' _ _ ,_. _ , __
___,,,,,,,___,,,_c,,t,',v,_,_,,c,,____,o.__c''_g0_'i'':,;_,,_,,,__,,?_ , '__n__p,,_ _,,'__? ,,,,,,,'_'^'^ Dos rayos opuestos son aquellos que __,,
,,,,,,0,0,,,,,,,,__,,,,,0c,_c,,,s,____,,c,_,,__,,_'__,00_"__,,,,^_,,,,'_,,,,,,,_,,,,,,,_,,,'_,_,____,,,^'_,,_^'__,,,,^^'_,,,,_,,__,0a_0,_,,,,',,,,,,0,_,,_,,0c_,,,,,_,,0__,,,,,,,,,,,_,,,0o,_,,,_,,o,,_ ; _'i'' c__._:_ _,c_0''._,,o, 0 tienen elmismo origenycuyareunión es una ,__,
_ m__o m_a c_' Jos r_ _ l_ línea reCtaN __,,',,
ou�wesonIashoj___ó__yirmon_'  _ ' _ ___
u_a. ____'' _Io_,yn___' . _ A o Ar ,_
_Ios opuesto8 por el vér6ce v___;'cco_,0, F_ur0 3_9 e_;'__,,'^'o_,,
Son dos ángulos que tienen el misIno vértice ^'____ _,
en donde los lados de uno de ellos son los rayos '__ OA y OA' son rayos opuestos. ____^''__,'^^'o_
opuestosdelotro. ' '''%'_''^^^'^O'''^^^^'^'^'"^"_^^^^'^''''^^o''_'^^^'^'""__'"^o''^^o^''^'^''"'^'''''_'_^'"^'''^v'' '''^ "^a '_ ''""^''''''''i'_ '_'"P" ' _ '''^'^'_'_''"^'^^'^''''^_^'"'"'_''''

_. '._Y _.;\_,,,_;,.,;,t_'_,____,__,%,,,,,,,,,ooo_m_,,_(_,a_^__o,___,'^'__,_,_^_^_a,%_a_B_^^^^^_'%__;_^______,___^^__'_'''';''''' ,;,,,,;. __,;;_;.;,:__.__:,,''i,,,_',__,_?i,__'_,o__,a__^_Y__,i;_,,_,_,__''^_____,_'^__,_____,,___'____:_'_,:.'_ ,,, ,__ '_,;_y;,_____,____,_,_,_,______~^,_'^_,,_,_,,,_oo i__,__'.''_q,:__,'_,__,'__,.;_!_\_,..._'_;'''.__':_"'.'' '''' , _;,, _._ ;'_,,, '_,_,'_,_t,___:;; .'_ '_': , _;,;.,,,,_;,,_'____,_,,_,,';'',____;,___.'?__,_;_"'' ' ' :".,; q,_,_t_'':__;_,,'_;,_' ' ,,.
_ _ _ ,,_!''''' ___g^^_^^__,______0,^ , _,. :' _?___e___!;',;,\__,-''_,__,__,,,,;_!_,',m___;/,______,,y,__;_.;','_,?_,:,_,'',__,__,?___,,,,i_,;v_,:_y^'^,,^,'_,._,,,_g_^'_,^o_,_;_"^_____:_____.____,___"',;-;m-_;'_?';_____y__;v_5___;;',______,_,_____^_,,______^^^__,B_oo!,'__,,_,'(____.._',;,;_.'',_ , v;_:.'_': _ ' '_:"?__','' ''_'n;,,,,,,n__._v,_______ __.:;,'.____m;,;;___,;_m____,_'y'_,._n,,,_,'"___,i''__,.,;e,,,,__/9___,,__; _:',,,, _,,_'_,,'__v_;,_'__'',;',i'_' >;_

Si _OA y _OA' son rayos opuestos y OB un rayo a_itr�jo,
entonces los _gulos AOB y BOA' fo_an un p_ line_.

A O A'
_ F_yr0J.30

Si dos á�gulos  forman un par lineal, entonces la suma de sus medidas es l 800. Así en la f_gura 3.30,
m_O_+rn_OA'= l8_.

Teorem8
Si dos ángulos son opuestos por el vértice, entonces son congruentes.
A , B!
Si m_OB y m_'O_' son opuestos por el vé_ice
O _ es .
aDa _ '
g A_ _,Q.._,___0B.' _ a_,ß
F_u_3.Jl
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CAPíTUlO IIl línea r_ta, segmento y ángulo

Demoslr_cjón
I. Si los á�gulos  AOB y BOA' forrnan un par
l_ne_, m_o_ + m_oAt __ 18oo. Si PrOlOn_amOS UnO de lOS ladOS de Un
_ / _ t t a/n_UlO en SentldO OPUeSt0, entOnCeS el
_'Od Forma un p_ lineal con el _O_.
lineal, m_OA' + rn_'O_'-- l800
De _ __ ,,N se obt,_ene ue A
m_OB + rn_OA' = m_OA' + m_'OB',
entonces m_OB = m_'OB' //' B
A!//
t'
.'. _O___'__' _ a--_ Iqqd F _y_ J. 3 _

DE ACUERDO _ U tUMA 0E tUS MEDIDA_ '
Ang _ l os co m pl ementa rio_
Dos ángulos son complemenEajos si la suma de sus medidas es 90^.
A B A
M
C

a _ B
' D___ __
OQ N O D
Si m_OB + mqMQN = 900, Si m_Od + mqC00 = 9 OO,
_ _O_ y _QN son cornplernenE�rios.  _ _O_ y qC0_ son complemen_�s.
F_r_J.3J
Ang _lo_ s_plementarios
Dos ángulos son suplementanos, si la suma de sus medidas es l800.
M C
B
A

g__ _ aD_
A OQ N o D
Si m_OB + m_QN �  l 800, Si maAO_ + m_CD_ = I 800,
_ _Od y _QN son suplementanos. _ _O_ y _C0_ son suplement_os.
F_y_J,_9

99



p__ems_s0enndlalque__llas_rectasqu_e__ _ _ p _/ _ D____ _s _ ;______ololcortatrooJ_co Joc_o_r

Lu m breras Ed itores _ G eometría

__8,e_,,,___ M la Flgura 3.35, si las rectas secantes _, y
_2 deterrninan cuatro án_ulos rectos, implica
' C(a): _ la medida del ángUlO COmPle' que djchas rec_as son pemendiculares.
mentano al ángulo de medida a
(O^<a<900)
, __/ c(a)___ _ a+ __goo Notación

; _ s(g): Es la medjda del ángulo suple_ , æ, l æ,
ment�jo  al á�guto  de medida 0
(OO<0< l800J.
, Así S(0J=_ _ 0+_= I800

POSltlONE_ REU_lV_S DE DOS RECr__
ENE_PUNO
Dos rectas en un plano adoptan solo dos _
posiciones: secantes o paraletas.
PIomado egipcio utiIizada por Ios constructores
Rectas setante_ eg;pc;os pa,a hoJl,, Jo ve,c;,
_enen _ so_o _to en lodriIIos y piedras. Los piedros de Io gran pirómide
tienen soIo uno vorioción medio res_ecto a una Iíneo
COmÚn, _ CU_ Se denOI_na puntO de MterSeCClOn- d o
reCtO e, mm Y Se UnIefOn COn UnO OplOXlmaCIOn
__ deo,o5mm.

P _
Rectasparalelas_
2
OS reCtaS COplanare5, eS deClr, que están en
- (aJ un mismo plano, se denominan p_alelas cuand_
dichas rectas no se intersecan. Por consiguiente,
a ngu_ se mues_ l_ rectas æ y _ que
J 2 dlChaS reCtaS nO tlenen Un pUntO en COmÚn.
_enen un punto común P; por lo tanto, dich_ rec_
son rectas secantes y P es el punto de intenección.
l
i las rectas secantes determinan ángulos _
rectos, a dichas rectas se les denomina rectas
_culares 2
__ F_ur_J.36

En la Flgura 3 .36, si las rectas æ, y _, no logran
0 2 intersec_se, se denominan rectas paralelasn

Not8ciónæ

J / / æ2 -
_/ (bJ
' l 2'
__Ia3.

10O









__ ____ ____ _ _ los__a/_ ng_u___lo_2s_ con__J_ugados (l_nternos y externos) _

_umbreras Ed itores G eometría

. M_ // __ _ g _ Pbr el _stulado de los á�gulos  corres_ndientes
I 2
v=0 (II)
De (I)y (II) '_
1
_ _ _= 0 lqqd
0
En forma análoga se exhibe la congruencia de
_ los ángulos alternos externos.
2 _

Teorema
(aJ
formados por una recta secante a dos rectas
Si _3 // _4 _ a = Y paraleIas son suplementa_os.

Si _ //_ _ w+8_ l_
a _3

__
_ _
4 . 0
Y

(bJ
2 oW
Demostr_c(ón

(aJ
_!
0
Si_3//_4 _ ß+_=l8_
_, _
_
Y
_ _3

F_ur_3__

_q
En la F1gura, __ // _, y _ = y son las medidas de _ _
dos á�gulos  opuestos por el vé_ce. '
_ _ _--y (l) (bJ
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CAPlTUlO Ill Línea recta, _egmento y án guIo

Dem os__ cjón Dem ostr_ cjón

p__ _,
_
0
0 _

_, _3 ___ __ x. _ _ _ _8
^W '---------------
I
(cJ _,
^
F_yIaJ.95

De la F_gura 3.45, _1 // _, ß y w son las medidas
de dos ángulos correspondientes, por el
pos tulado corre spondie n te.
Por P tra_amos _ 3 // _r _ // _ se obs e nr a q u e
_ ß=w (IJ '
x=0+cu (I J
EnP seobsenraque
Por el teorerna de los ánguIos alternos
ß+0 = l800 (II)
ß=0 y a=uJ (II J
Reempla2ando (I) en (II)
Reemplazando (II) en (I)
w+0= l80^ Iqqd
x=a+ß l q qd
En forma análoga se demuestra que los ángulos
conjugados externos son suplementajos.
2. Si __ // _2 _ a+ ß+ 0= _+_
Propiedades

1 sj_r //_ _ y_
' I2 -
_a
_0
_j
0 D a_

x0 y

_ _2 g
2

_ (_J (cJ
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Lu m breras Ed itores Ceometría

Demoslr_ción Demostr_ción
__
'
_
_--------_-_--_a--------------------> _ Y
5_ _ _ _ _ _ _O
R
a _ _ 8
__-----___
4 b
y_ Q
_2 _, _3 D+a_
. _ P
2
(_J
F_ura_._6

ior i y Q tfa2amos respectivamente _3 // _ tal F_ura JN97q u e _

3 / / __ / / __ / / æ2 por p Q y R se t,,zan ,espect__vamente __ __
Por la propiedad anteno_ __ ta_ que æ3 // __4 // __ // M_ // M_
D�  0 + b (l) ior el postulado de los ángulos co,,espondientes
Por el teorema respecto a los á�gulo  alternos. _ = a (_)
a=cu-a (II) b=D+a _ b=ß+a (II)
0=y-b (III) c�0+b  _ c�0+ß+a  (III)
(__) + (___) Por el teorema de los ángulos alternos
a+ g =_ + y_ (4+b) (lVJ X �  Y + C (I_
(_J e, (__ (IIIJ en (lV)
a+g___+y_D X'' Y+ 0 + D + a lQQd

.'. a+D+0=cu+y l.q.q.d. g ry _.,

M M æ_
. Sl_l //_2 _ 0
? _0
_! _
y ? D
a_ D_
_ _a _,
D ?_

2 _a ;
Si__//_,
(nJ ?

c __ a+_+8+_+�_l_  ,
x--a+_+_+y X
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___g _y 0, , q _____aa__m__A_c udesdelosladosde

CAPíTULO Ill Línea recta, segmento y ángulo

jm5_ __x_ /' _ _ e _~" , ?_ _ ,m _ ? m _ _ q_ _^
^ "'? _"_
Es la figura formada por un par de segmentos
cuyo extremo es cornún y que no están en línea
Todo par angular determina un ángulo y
recta.
medida del par anguIar.
A
M
A

B_b_C
F_yr03._9 8 C N
F_y_J.SO
En la figura 3.49, se observa un par de
se mentos _g Bc de ext,emo común B ue E^ Ia Fl_Ufa 3_50_ el _ A8C determltna
qMBN ,si a=m_M_N
forman el par angular ABC, donde A y C son los _
extremos libres.
MEDIDA _ON_lrU0lNA_ _E UN
Notación: _ABC p_R A__u_R
Par angular ABC de vértice B. Es _a suma de _as _on g_Nt
unparangular.
Los seg _nentos AB y BC son los lados del
A
_ABC.
los lados y el vértice constituyen los
elernentos del par angular.
En Forma similar a un ángulo la letra
intermedia de la notación corresponde al B_ b_c
' vértice.
. la medida de un par angular es igu_ a la
medida de la _pliEud de sus lados (separación S_ AB = a Y _C = b, entOnCes la lOng_tUd
ent,e lados). del _ABC eS ig Ual a A8 + BCN
Longitud_ABC--_+b

1O_



_J__ _,/ /l _l Illl/Jl tl__l_ _ l\l_\_ \ \ \ \ \ \ \ \ __ _\ \ \ \ \ \ _\ \ m_ pune_ en t_a l_n_ _ar_ qeue ent la __n_ea ___ _

_L

'_
_
__
_n_ _ _r el sabio pisano Gdifeo en l 636. C0nsider_o_ _s f_ntos de Iínea re_: un _e__ "cortoM
, y un se_ento _larga' (_ease __n) y cot_uem0s en c0rres_dencia biunívoca 1as puMos de taC
___,nea __,_ c,, lo, pu,,_ de l, ____,ea ,0__. _ e,__d,,,e qu, _a p,,;
_ correspondi__ m' en la primen y recíprocamen_e:

, O
t\

,_ ; \ _ Lo5 dos _0niun€os de pu_: E_: bJ y
_ _m \\ _a'i bJ _t_en la m'Itma _t_C1ta_ nO_haY
O,' ; \\ _ _# _ _
' ; \\ C_0 __
o' m' b'
Lo porodojo de Go Ii Ieo

E_ paradoja fue r_uet_ por primen ve2 _r Dedetcind _ l 812: una lín_ r_ et m_ riu en
puntos indMduales que eE conjunto de lo5 núme_5 _ge_c_ en numer0s distintos.
En otros té_ina_, el conjunto de los puntos de una 1ínea r_ y el de Ios r__ _n
equi_tent_.
Atí queda ju_if_ ef @min0 _r_l" que atestigua Ia co___ndenci�  ent_ d cmjurt0 numérîco
cons_erado y un cmjunt0 geom__c_: _í _ ex_t'_ también que s_ d_ig1e Ea _ncia del conjy_
R mediante la _e5i6n "_tencîa de_ continu0m. De _ man_ se _rmina la _m_i_i_ de la
g_etr(_

Eq4�__nci_  Das c0njun_ E y f que pueden ser pu_o_ en corr__ndencia biun___ _ 1l_
_uipotertes-

fUENTE: Encictopedia T__ ica_ Los númerDs y eI es_io (Motemó_ca_), Barc__a-_êpâ�i
' Ed�torial  Argos Ve_& S_._ l 970.
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s_pR__or0ed_bs_orBA_ell_te)c_u_m2c__3ou_a_6n___2a_Fe_c__t_a6 seQ_ubtlcan )l_o_s puntos At_BAJd_)c__yD d_ye m_o_ doqpquevrM_nyenNte_s_tocn_7_pcuulnte_ttolas__
?_

0 - '
fOblem_S eSUeltOS

Pro_lgmgt _denCD=x
Dato:
_ En una línea recta, se ubican los puntos Ac _ c_ _ a _ + cD _
consecu_vos A, B y C, _ que 2(A_ =3(_) YBC =6. _ Ag __ _ 6 _x
C_culeAC. tamb__e_
_' _g c _4 . Reemplazando en (I) con a_da de la f_gura
_ _ _ (a _x)_ _a_(l6_x)J -_ 4
D)l2 E) l6
-X-_+ I6-X=
_o/n l2=_
.'. x=6
2_ _ ;_?_____v____ __
A B C
_x PfO_lem83
F_u_J.5_ En
Una feCta Se UblCan lOS pUntOS COnSeCU_VOS
enAC=X.
Dato: med_.os de A-c B-D res ect_.
Si 2(AC) = 3(_), entonces AC = 3_ y _ = 2_, d__stanc__a ent,e _os puntos med__os de B-M y N-c s__
de donde BC = _ Ac + BD = _.
Dato:
00___ . c)3_
4 2
X=
. x__g D)4 _ E)_
3 3
______
Resolución
b b~

L ~
consecutivos A , B, c, D, _, tal que Ac = c_, A M B C N D
AB + CD = I6 y D_-BC -- 4. Calcule CD. __ m n n

n) 12 B) lo c)8
_u_J.5_

L :pun_omediodeM_
Re6olu_ón r -cN
:PUntOmed_Ode
_ _ ~ _denLT=x
Dato:
A B C D _ Ac+B0___ _ 2,+2b___
-X X
a+b�-
Y_J.53 2
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ttt_l;__ D_ela__ng_tur_a43_4_+55__ _9__ (___)n 5x _l_J_s26 __oF

CAPITULO lll Línea recta, segmento y ángulo

Delaflgura 5 4 _ '
_ -=-+-
x=m+b-n (Il) x AD AB
x = n + _-m (_lIJ Comparando (IIJ y (IIl)
l 5
II)+(IIl) __ =-
X
M�a+b
_
nl 2X=-
2 ___
_
.'. x=- _ro_lgm_

_M B En una recta se ubjcan los puntos A, B, C y D tal
que AB= l y BD�2.  Si los segmentos A8, BC y
Pr__lem8 _ cD son los lados de un t_'_gulo, calcule el val
_ enterodeBC.
En una línea recta se ubican los puntos

consecut;,os A, B, c y D, t,l q,e AJ 3 B) 4 C) 2
j 4 1 D)l E)6
4(ABJ(CD)=(BC)(ADJ y -_-+-.
IO AD AB Resolucjón
CalculeAC.

A)4o B)3o _j5o _! X 2-X
D)45 E)6o ?
A B C D
t Reso_uc__o_
_ n F_Y_
t
_ _X _denBC_,,,_=x
_ Seobserva
A B C D cD=2-
t F_y,_J55 _ 2-x > O _ x<2 (IJ
f _den Ac __ x ' _r dato, en el __c
'_ Dato . B
4(AB)(cDJ = (Bc)(AD) (_J
X
_
IO AD AB
A j_x C

CD �  AD -x_ BC = x-AB F_y_ J.51
_ _ POCeXlStenCla
2-x<x+I
4(_)(AD-xJ = (x-A8)(AD) x > o 5 (__)v

4(AB)(ADJ-4(AB_ =x(AD)_(AB)(_) De (I) y (ll)
5(Ag)(AD)_x(4(Ag)+AD) O,5 <X< 2
'. x=BCen,,,o�l
5 4(A8)+AD
c _ -=
x (AB)(ADJ __'__
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_D_ ___2(__)_AB_D__ __2__n_+l _ p_roD4x4lex2m__g2n_g8 _28___a t _ ___0vE_

Lu m breras Ed itores C eometr ía

Pro_lem_ 6 Proalema 7
sobre una recta se ub_can _os puntos consecut_vos En una recta se ubican los puntos _ , _, C y D, tal
Ac + BD + c_ que C es punto rnedio de BD.
A,B,C,Dy_talque__2^' J. s._q_AD_2g BD,
Calculen.
_ A)_ B)_ c) _
Dj o ' _j-_ DJ 3 E)
Resolución Re,o_uc_.o/

A _ C.D _ _X
F_ura3.58 _
_denn / A B C D
F_ur__.59
Onde
AC+B0+CE 2n+1
- _denAC�x
Dato
_e la f_gura 3.58 4(_)(AD) _ 2g (BD),
AE = _ +BC+ CD +DE Reempla2ando
AC + BD + C_ 2,+J 4(x- _)(x + Q) �  28 - (2e)2
2(AB + BC + CD + D_) - A_'- D_ 4(xa _ _2J __ 2g _ 4Qa
AC+BD+C_ 2 _ __ _
A_+ BC+BC+CD+CD+D_
De la f_gura, además ._. x _ _
AC=AB+BC; BD=BC+CD y CE=CD+DE
Reernplazando en el denominador
AC+BD+CE 2n+l
_ _=
AC+BD+C_
En una recta se ubican los puntos consecutivos
A, B, C, D y_, de modo que AB , BC, CD y _D están
en progresión geométrica. Si AE�8,  calcule
l �20=  2n+1
AC)(AB+CD)
_ ntl_O AB
.'. n�_I

GLAvE_- /0)8 E)2
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_ _____(_NA_c_(JA(_AAdcB)(+A_c BgD)___()__0_+0(91)(,)+(_,9_)) (_ll) _ y tNt ___p____n6__oeD___t____anogu_po_lN__e_r_5nd4eeonntosd(2eau_J_n_ 0gulo

_ CAPl1ULO Il I Línea r_ta, segmento y ángulo

Re6olución Re8oluc1ón
Sean a y ß l_s medidas de los ángulos
a ag aq2 ag3 mencionados.
_den
C(3a) c S(5ß)
F____.60 = a+ 3 - -
Piden A B
(AC)(_+CD) (_) A__8oo 18oo (goo a)+900-3a
AB 3
_tableciendo la progre�ón  geométrica B goo l800-5ß
Si AB=, y r_ón geo_nét_ca: q 5
_ Bc-_aq; cD-_,q_yD_-_ag3 _ __6oo_54o
Dato
A_=8
_ 0+aq +,q'+,q3�8  _n__D
a(l+q+g2+g3)=8
,(_ +q)(_ +g2) __g (__J Pf0Dlem810
M (I) El suplemento de la diferenciaentre el suplemento
2 elcom lem nodelcm /
AB a es igu_ al coEnplemento de la diferencia entre el
(AcJ(_+cD) a2(_+qJ(_+q2) comPlemento del comPlemento y suple_nenlo
=_0 del mismo ángulo. Calcule el suplemento del
dobledelángulo.
+CD 2
__=, +9 +9
A)560 B)450 c)55o -
(IIJ en (llI) D) 7oo E) 6oo

( AC) ( _ + CD) g Re,o_ucto/
_ seaalamed__dadel /
_/ _ c_, Del enunciado
S(S(a)-CC(aJ) = C(CC(a)-S(a)J
PrOalem8 9 l800- (I800-a-a) = 900- l(a)-(l800-a)J
; _En cuánto excede el suple Enento de la su,na de_ l 800 ' ( l 80^ ' 2a) '' 900 ' (a ' l 800 + a)
l,
suplemento del complemento de un ángulo con 2a = 900 - (2a -
la tercera pa_e del complemento del t_ple de 2a = 900 - 2a + I 800
dicho á�gulo,  a la di Ferencia del complemento 2Joo _35o
a�_=
e Otro á�_ulo  con, la qu_nta parte del supIemento 4 2
del _uíntuplo de dicho ángulo? _35o
._. s 2 _ =s(135o)=45o
2
, n)8o B)3o cJ _2o _"_
D)6o E)5o __V_, M __ __

113



_R_DtesoD4_l2)uo2c_5_____o__2 _8_al_l lll _/ / De) ____t g4x___ __x5D_____5aD4___pa aA B ngulos

lumbreras Editores C eometría

_ro_lgma 11 Resolucjón

coD tal que la _n_o__18o y la mqcoD_24o. , 'x C,
Calcule la rnedida del Ógulo forEnado por las . ,/é /// _ _
bisectnces de los ángulos AOC y BOD. ,D, ' ,,/

A) 60 B) l20 C) 2l
o E 33o F_u_J.61
_igenx.
,n Delenunciado
2(x_a) + 2(x-ß) = 3(D-a)
B _;P 2x-2a+2x-2ß=3ß-3a
A ,J ,/'"

: ,/ c
_ ,// _iAvE__
2_o
O D _ro_lem813
F_uIaJ.6l
_den x Se tienen los ángulos consecutivos AOB, dOC,
COD y DO_, tal que A O y _ son colineales. Si
e lanlgUra3.6l ' _
_ rn_O_ = mqAOB+mqCOD y la medida del
OP: bisectnzdel_OC a/n __ofofmado o,_asb.lsect_.cesde_osa/
OQ: bisectnz del _OD Boc y Do_ e, 6oo, calcu_e m_o_.
m_OP�a,mqQOC�
Seobserva__C: I80+a=x+ ß (I) A) 600 B) 800 C) 750 _
Se observa _O_: 2QO + D = x + a (Il) D) 700 E) 500 _
Sumando (I)+(II)
Resolución

.'. x=2lO
_ 0?v_C

.enen lo, _, ulo, consecu,_vo, Ao,,OC y __4 _,D - - ---- -N--_____m_
CO_, tal que 2(m_OD)+2(mqCD_)=3m_OC. _ _ c
Si m_O_=a y m01OC�D,  calcule mqAOD. _ 6oo

5ß+a B)_5(_+aJ cJ4_(D+a) _ !!
_ 'N
_ J 5ß-a QD-a F_u_J.6J
4 3 Soljcjtanm_OB�a.
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ps_ep__r__nesqecno2taMn __os_0/ gu2os cognsecutlvo_sy_(__) _ __4_D5Bo __Dt___a__Dl Atoc_1B_oc_y_pco)__

CAPíTUlO Ill línea recta, segmento y ángulo

De la Flgura 3.63 iiden m_ON �  x.
_M = bisectnz del qBOC De la F_gura 3.64
oN: bisect_z del _O_ O_M: biSeCtriZ del _OC
se, mgco_ __ _ ON: bisect_z del _O_
Sea m_O_=a
mqBOC=0
e ObSenra de la flgUfa
mgCON=
2a+ ß= l800 (I)

m_O_ + ß+m_COB " a + ß Del enunciado
_ m_OD + _gCOB = a (g + 2a) + (g + 2 _) _ goo
De las bisectrjces 0 + a + ß �  450 (II)
(rn_O_) Entonces de (I) y (lI)
In0rOD=
: X=
_ _(mq C O _) _ A v E _
2
En el _ON: rn_OD + ß + mqCOM = 600 pro_lema _5
a
-+D=600 Dd l ,
2 a OS OS an_UlOS COnSeCUtlVOS
(_) _ (__) tal 4Ue rn_OC<900, COn CentfO en O_ Se haCe
a gif_ los á�gulos  una medida de 900, de rnodo
2a--=I20^ que tas nuevas posl_clNones deA Byc sonA_ B_ /
.. a __ 8oo y C' y m_OC=ß. Si OM es bisectnz del ángulo
COA', calc_le mgC'OM.
0vE_
AJ 450-- B) 300+- C) 45^+-
Pto_lem81_ 2 2 2
, l , AoB Boc D) 6oo D E) 3oo D
' 2 2
y COD, t_ que los an_ulOs AOB y COD son cOm_le-
mentanos. Calcule ta m�djda  del _gulo fo_ado ReSOIUCiÓn
o,lasb;sectnCesdelo,a/n u_osAoc _oD. _ A' M_
X ,J
A)3oo BJ4oo c)5oo C 0 ,,
/ O
0 o50 E)350
_,_ _ g _
Resolución __D8
Mt _O
j B O A
A ,;' c F_ur03.65
; x SoIicitan mqC 'OM = x. De la flgura 3.65
_ /,_�  a+0=ß (I)
, ,!! /,,'_ a + 0 + 2a = 900 (Il)
gx_ 'a 8 _ ,/'/ Sumando (l) y (Il)
,, /_ 2x=900+ß
_/_,_ 0+_ _
'. X=Q50+-

F_u_J.69 __?v_
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_sean2g m_9ooooc____o_a_B g g66 _((1_)_) tm_xt___pmo+_gM_gc_2___oo_Q_D__m_28___oa2o____D_22 t _

Lumbreras Editore_ C eometría

_r_alemg 16 Resolución

_ tal qUe m_OB -- 20^, m_OD -- m_O_ ,' ,_/
y m_CO_ = m_OC + m_OD = 900. Calcule /'x///'
rn_OC. _' /
,// / _
n) q8o B) 5oo c) 52o 0 ,,'///
D)540 E)58^ ,__'@ D

Resolu c1ón F_u_ J. 6 7
A
Piden m_ON�x
C Sean m_OB=0
_
m_ON=mqNOC=
_ 0 _ deldato0-a=l6^
_ como
OM :bisectnz_O_
0+2D+a
? Seobserva
x�D+0-rn_OM
ulaJ,
_denm_OC g+2D+a

m_OD=0
De_ en,nc;ado x __ _2P + 20 - 0 - 2D - a __ _0 - a
a+0--
Seobserva . x_l6
�900+a
Sumando (I)y (II)
2g+g___8oo _w _, __ 0 _D
0=600 y a=300
m_OC�500  p___gmg_g
_ __ _ se t,.enen los _, gu_os consecu,.
y COD, tal que los ángulos AOC y BO_ son
suplementanos. Si la m_O_ = 2(rn_COD) y
Se _enen los ánguloS ConsecutivOs AOd_ BOC y rn_oC = Q20, calcule la medjda del Ógulo
CO_, t_ qUe m_OB - InqCO_ = l 60N C_CUle la Formado poF las bisectnces de los Ógulos Aog
medida del ángulo Forrnado por las bisec_ces
de los ángulos AO_ y BOC.
c AJ 5o g) 6o c) 7o A) 900 B) 940 C) 980
__ _go E) _oo D) lOOO E) I040
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_sttea _m3g2oc+_oo__42__o2+a_6o_a 68 _____t _/ _ _ __t__M__________4_t_t__n_____ ____ ___/________tyE__

CAPíTULO lll Línea recta, segmento y ángulo

Reso lució n _ Reso luci ón

A M__ og_8_ _j
_ g_8oo__
' 600
I 3
_ _0
J X c \
2__ o020-l800 XD
_,42o _-_----_ 36oo - 28 a 0
^-a - _ '

400
. F_u_J.
0 __
PidenmqMON=x ' _ -
F_u_3.69

_ del daEo rn_og = 2a _igen x.
De _a F_gura 3.6g Se tr_a __ // _
OM: bisectnz qAOd' De la F_gura 3.69 -
ON: bisectnzq, CO_ 0-800+a= 20-l800
Del enun_' ,do (qA0C y _ BO_: son suplemen_'_) a �  0 - l 000 (I)
2a + 420 + 420 + a = l 800 _r propiedad
3a + 84^ = I800 0-800+ 600 +x+ 400 + a_0 + 0
a=320 20^+x+a=0 (ll)
Seobse_a (l)en (Il)
a
X = a+420+- 200 +x + 0- lOOO = 0
.'. x=800
X=
.'. x=900 /___/_/_\
'__^,^ 0;_4
P_alem820
Proalem819
En la F_gura, __ // _,. .
Según la Fagura, calcule x. s
l a + b = 400, CalCUle x+y.
o0-800 '

600 _o 0x
_0
_
XD _Ma
a0

4oo y _j
O' '

A) 7oo B) goo c) goa A) I 050 B) I l OO C) l I 50
D) looo E) 1 1oo D) 12oo E) _28a
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psR_ereoge_uoxl_eu+mcy__8ot_t_____g_4cut+5_+6cu_ _ _ t_/__D_)_/ /D_t0__o MF_) x_y0_ r_y__g)___0 _t t

Lu mbreras Ed itores _ eomet_ía

Re6olución _den x_
_ M M
- Se tfaZa __ // _2 , para apllcar la propieda
a 0x
I200-a+x + l50^-a = 1800-a + l800-a
' 5 ___ 27oo+x=36oo
_ -
6 '' X- '_
2 /_Av,,,v__

__uIa_.70 - _
_den x+y Pr0_lem_2Z
Dato: 0 + b = 400 Según la f_gura, calcule x. _
Porpropiedad
08 , _-80

X+y=I5lU (l) __
Seobsenra x 0
_+b--5cu _ _=80 0
_ x+y�l200  Y0^Y
O

_n0
r _' A800 Bl200 CllO
D)9oo E) Io5o

, n _a f_ ura ca_cu_e x ResoIución
A B
_8 D-g0
8_-_a _ Da_
o X 8_-0_, _
' 3_ O

_ 0 ,a_8_-
,'l800-2_ Y0
0a ^^ ,/ g o
' ,/ _
n) 72o B) 82o 9oo
Yf03.
D)960 E) lOOO \

_n _denx. Setra2a _ //_
_ _ _fpfO_iedad
!_ _, o _! _ cu+ l80-y=x+900 (IJ
__ 3oo_ X 8oo_, !_-a
6_, _ l80-2cu+2y=900+
!, !, 2y�2__  y=_
; ; Reemplazandoen (I)
a
!,^ 0a ' !,0 y+ l800-y=x+900
i i .'. x=900
c _j _j
_wt, _;
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_D _ __a a 73_ _ __ ___t_m __ _l n/t/t g g8_g_D_2__t__2 _1__

cAPíTulo Ill Línea recta, segmento y ángu_o

_roDlema 13 Reemplaz_do (III) en (IVJ
_ M 600-0 + 5x + (x + 0) �  l800
En la F_gura, _1 // _2 y m // ^n. Calcule x. . x __ 2oo
_^ __m_
t
x_ O
12oo ProDl_ma2_
m
Según ta f_gura, m // Mn. Calcule _a medida del
_ _ ángulo que ForInan æ_ y _,.

5x _2
o a_ D00 \

n n_ 8000

AJ l80 B) 200 CJ220 _
D)24o E)26o Da _

Resolución
A)300 B)250 C)200
600_0_ ! D)l80 E)l50 _
x_ g00
I200
m ReSOlUCiÓn
aP _, _---
X --__-_____

600_0_oo_ a_ 2 - m ,,'
N
n ---- DP_ D,,'
u_J.rJ a /JJ2P

_denx.
F_y_3.79
e la Fl_ura3.
ß = 0 + a (I) _den x. Se traza __ // __
se obse_a Propiedad: 20-x + 2D = 1800 (I)
a + _ -- x + ß (II) Por teorema de los ángulos conjugados
Surnando (I) y (II) 0-x + ß = 800
_ _ x + 0 (III) Multiplicando por 2
Debjdoaque m//_n y _1//M_2,losángulos 20-_+2ß=l600 (Il)
determinad0s por dichas rectas tendcán igual (l) - (ll)
med;d, e ;g,_ a 6oo_g -x-(-_)= l800 - l600
Del punto N , .'. x �  200
600-0 + 5x + _ = l800 (m __ _



sp_____() (_l)_F__yf03_rs __ __ EnR elpu__ntoN F_ 3_r6 __

Lumbreras Ed itores C eometría

Pr_Dlem8 15 Pro_lema 26

De la ngura, a+0<238^. Calcule el mínirno Segúnlaf_gura,2a-_>380.Calculeelmínirno
entero de x. entero de x.

_!
'^O 2a J
aX

0 X0_
2 26 ß g
b___a _0O__ U0 2_
3 _
n)112o B)119o c)129o
n} 370 B) 38o cJ 39a D) 1320 E) 138o
D)4oo E) 41o
eSOIUCiÓn
Resoluc1ón
l
__ æ2a
_ ___
, ax 2_
XD
0_ _ _ 8 "" _
0O__00 '_r 2
2 a N
b__
Ula
3
_den el mínimo entero de x.
Dato:
iden el mínirno v_or entero de x.
Dato.. a+g<23go 2a'_ > 380
_ _ Se obsenra por propiedad
De__//_2:x=a+b
x=2a+0 (I)
De __ //_2: 0 + 3a = l80^ (I)

De æ3 : a+3b=l800 (II) 8+0=900 (II)
Sumando (IJ+(IIJ
UmandO I y
g+ a+3(a +b) __ 36oo X+ _'' 2a+900 _
x-90^=2a-_
o _ 3(, + b) < 23go Reernplazando en el dato
122o<_ x-900>380
4o,6o<x x> l280
.N. xm,n=4lo :. xm,n= I290

_vEE ____
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_R___rTres_v\/e_\/'_g__rt_____ltc_ll__ll||__|__la_l__J_e;\o_sl\\/\_l\ll'_y\hl\'_____l_o,_?J,_n__l Jlll__,__z__?_o,l__l;_/n/__/_tl/a\l\/_l/\/_J/4___lln_ltf____fttttt_c_l,__l_?n/3//\adas45y _ __tr>t_J_______\y_t__00_o0_____oo_oa//_/______o__o0__________|||||_|||___o______L_??__??J;\/oo___'/'/__l_/o____//l__\_/_____0________l||||tl|||_|__0_0__\/_o_0o'l\\/'/\/'/o__oa/_'/__/\/___'/f_0o__o_,_tl|||_l__t_l_c_o_ooa___\_0oo_o\\_\\\\\oooo0/\_____\læ___0aa_0__r______l|||_||_||__?_v______h__'_t_t_\_\t_'_t_

Lumbreras Ed itores Geometría

Resoluci_n l Il. Tres honzontales, 4 verticales y Q diago-
nales.

I_ o D \\ !,_ ' ', ! /
_ ____ , ''_____ _? _ _c_ _._'__'c__c,
- - _,_ - - - i,_,,' __ _5_ - - -, ,c,__ J - + 4 __ _______ ,_ -
''___ _'' ' , '_s____c_''_'_ __',v__C__^ ,_^___''
2_ 4'O ; '\\ ; ; ,' ;
_ _ O ''\ !, '\\ !, a,,_' !,,/
- ,,,_ ?__ _ J,__' _ _ _____, _ _i__,____ _
--__~_______; __--- _ '0?m_ -- _ > --- _____c:__, ;-
_?q^___,_J_.,, _,nJC?_, __ __V''_, __,',_',

_ _ O ; '\\ ; /_''.' ; //' ;
_ ! ',____ ,_,,,_____'___ _
;, _ _',,__5 __ m_ ,_ _ _ _K__ ?__ m ? _^ _ ;,

_ / 2 ;_t__^_ M___''_ ' _'c_;___G_q__, _____''c;
eSOlUCiOn - - xq _,?_ _,,?; : - - - : __, ,',__, _ _ - - __, _,,,__,F_ __ - - - _;__, ?m, ,,, -
_ _ _ N o //_ / /'_ '\ \

2inclinadas53/20. !,_v//' !, !, '" !
?___' _ _ _,_
_, vq_,__,__; _,_? ; ; _ _,5''__n_,__?:,,

' ,,__e__ , ^_/ _
- - - ______,_ _ - - - - - - - - - - - - - _' ___^_ ?: - - Resolu�ión  3
_c_,,_'_,C_,' _7_ __ _'

;! '\\ \\\ l //' ,_ ;_ _ _; ;,_-_ ' , ____'__Ç ;;_,_:,;,_, , ,,;, ' ' _____'''' _ ':,;,_J:',:'_v,' _
! '_ __ '____; ,' ! '
; '\ ___c_,,__._>:_,,,_ ,' _ ,,, __.
; /l";\ ; ;,'\'\ _ _;__?,___ ' __:__:_
\,,,,,m,l' _,,_ '\_,_ql/ __4
__. _'_,''?, ___ _-_,v__' ____ g_ !",_ ___ "_ J ;'___:s'
_______"_ '_,__,,,i, ?____C,_ jy_,___ __'__'
/_ ___'\ ^_e_e______ ,/c, __ '^\\ '^n_ _

_ _ _vt __ _ __ __ ''_
_ __ ;_q_?,_

; ,/' /,/' t. ''\\ '\\ ;
_?_ / \ ,____
,-_ J,,_ _ __, ' _------------ _4, __ _ ---

' ,__;_:__'_\__,;s,__,, ,,,,_,_, _,v_,,.;_:__:_,,_x_ , ,,,_/,;v,_, ,x,__,_?_?'' _,,;\',;;;_;_c__m___,____,_?_,.,__, _,__;
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t_l _Acc(DJal2_cuBlceA__c7_ a)6_p, c)8 AcA)cl c voAsBABt)BB2_DcyD,talcqcau)ne3_ospuntos

0
fOblem_S _fO 0 UeStOS '

I. Sean los puntos colineales y consecutivos 5. En una recta se ubican los puntos conse-
A, B, C, D y _, t_ que AB + CD = 3(BC) cutivos A, M, N, R.
y D_ = _. Si Iuego se ubica el punto Si (_(ARJ _ 3(Mm(NR) y
mediodeMded_,dondeMD=2yA_=l6, m n Q
calcule__\ _R---_-_N '
calculem+n+ 4.
A) 2 B)3 c)4
D)5 E) 6 A) _6 B)g cJ _2
D)_4 EJ 18
, 2. En una recta, se ubican los puntos
t consecutivos A, B, C, D. Si se curnple que 6. sobre una ___nea recta se ub__
la relación 4(_)-BD- 2(CD)=4, AB=3 y consecut__
AC=5, calculeAD. 0 b e d
_ -+-=-+- y
D
A) 2 B) 3 C) 5 (BD)(cD) = (Ac _ BD)(ADJ.
DJ 7 E)9
alCUle e.

3. Sobre una recta se ubican los puntos
consecutivos A B C y D tal que
_ ! ! ' D)l,_ E)2,5
AB)(CD)= (AD)(BC)
(BC)(CD)=28 y _
T. La suma de las medidas de dos ángulos
es 800 __ el complemento del p_mero es el
' doble del segundo. Calcule la diferencia de
las medidas de dichos á. ngulos.
D)1o E) 12
A) 7oo BJ 1oo c)6oo
, 4. sobfe una recta, se ubican los puntos D) 50^ E) 400
consecutivos M, A y d, siendo O el punto
medio de _. calcule el valor de K para 8. _Cuánto le falta al comple Enento de un
que se cumpla la siguiente __gualdad _gulo para Que sea el suplemento del
(MA)2 + (M_)2 = K_ (MO)2 + (AO)2 l. mismo ángulo? .

c n) 1 B) 2 c) 3 n) 4so B) 6oo c) 75o
D)4 E) 5 D)9oo E) 8oo
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_ _BADoc)) __ tg) t t_c)) _ A) ____o _ o _

Lumbceras Editores _ eometría

9_ Se tienen los ángulos adyacentes AO_ y l3. La diferencia de las medidas _e dos ángulos
- oc t_ ue _m_OB m_OC m_COA adyacentes Aog y Boc es 3go. ca_c,_e _
2 3 5 _
In_OD, Sl OD eS blSeCtnZ del
Calcule la medida del ángulo Formado por
Ias bisectnces de los ángulos �Og  y BOC. AJ 36o B) 2go cJ 42o
D}38o E) 19o
AJ3oo B)45o c)6oo
D) 900 E) I 200 l _. se _enen los á�gulos  consecu_vos Ao_, BOC
y COD, t_ que m_OD - 3(m_OB) = 600 y
IO. Se tienen los ángulos consecutivos mqcD_=3(m_oc).c_cwem_oc.
AOB, BOC y COD. Si luego se tra2an las
bisectrices OP, OY y OZ de los ángulos A) 12o B) 15o c) _go
AOB, COD y XOY respectivamente y D) 22o E) 25o __
mgcXOC + mqX00- 4(m_OZJ = 800, ca1cule
mq__-. l_. En la rlgura, __ // ^_,. calcule x.

n) _oo B)2oo c)4oo 0 _!
a
D)600 E)800 a _
X _
0
l I. Se _enen los á�gulos  consecu_vos AOd,
_ 0g _
y CO_, tal que m_Od + m_COD �  _. ao 2
Calcule la medida del áneulo que Forrnan
las bisectnces de los ángulos BO_ y AOC.
450 B)300 C)600
p p _ D)900 E} 700
2 3 4
ß E p l6. Enlaflgura, __//_,.Calculex.
6 g
æj
l2. Se tjenen los án ulos consecutivos AOB m0D _ ,_ _ 00a '
_OC y COD. Si rn_Od -- 3(m_C00), ax _
3D a
rn_OC �  l 200 y rn_OD = l OOO, calcule o
2ß
a medlda del ángulO forrnadO pOr laS n g
_00 o_0 2
bisectnces de los áneulos BOC yAOD.

A) 6^ __J 50 C) 8^ A) _ 35o B) _ 3oo cJ _ 45a
D) lOO E) l20 D) _52o E) 16_o
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_t___ _ _m_/ln_lNm___o__va_a>lor_Mencter_Modex___ t__ o___l l2 _ A__) _oo __ _agltB+)D2_so 2_cDa8l0c_çau_o_le2oao_J ____12 _
cApíTulo l_l línea recta, segmento y ángu lo
l7. De la flgura, _,//_,. Si qABC es agudo, _O. Según la F_gura, _, //_2. Si 0 toma su
calcule el máximo valor entero de x. mínimo valor entero, calcule x.'
A - _ __ x _ p_ g _
a_a

g, 00 _2 2 0- ß0_ _2
A) 300 B) 46^ C) 45^ A) 45o B) 37o c) 74o
_J 44^ E) 600 D) 86o D) 76o
l8. En la f_gurat _J//_,. Si a<900, c_cule el 21 segu/n _a flgu,a __ //___ 0

_ _8_,
h- ''' Da , _ooo
xo ' - -
D0
€ \ _
- A)44O B)45^ C)890 _a
D)9lO 46
l9. De la f_gura, _, //_, y _3 //_q. Si 0< 600, D) 16o / ' E) 4oo
/ c_cule el mayor va1or entero de x.
22. En la F_gura, calcule x.

X_ _g 0
_ o, _, ' ,_
o oD 6000
A)Il90 B)l20^ C)II50 A)3oo B)24o c)2o
D) I2lO E} l250 D) 25o _) 22
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.
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_______ __ _'_ ,o____ ^ _%__^'___,^_^___^______%%_____,__^'_a_________'_________c___is'?9:_^,__e__^___^'__^^^^__0o__^__ _ __'___a_'___,'_____,%_^,_^^^',^^_______^^^%__, _ , _m_ _ _

_ oBtm_VO___;'_ , V' , _,_,.,,.,' , ,; _ ,' '' ' ,"; ', _,,,-_ , ,_,,,n;, , __y',, ., / ' '''__' ''
_ ' ,__ , Ana_�z_  _.1o_as'y p_stulados __R,_'__'_, ,0 'a la congru,_n_ja q_e; _l@,_,_.,'?,.__,n_, ,,?!\';a,__\_e?;_,,_,,_n,,:!te_ ' ,
;_ ;>/__ , mate__c_s., _,'','' ;;,__,,;_'_,;_'_____',_:_'_';____ ,, ' _ ,' _,,,;\;_,_'_;,!_;, ,'_;_s,;____.;;,,_v;,__,;,:__,,,,;',,;_;\_;_;,,___,:,_;_:_;__'',_'';
'x; "_ '_' _ i ae__n�_  c,on p_e�i_î6n  qué e_ la __m__^_^ 'M' ', :,_,, de _g___ ,, _ , ' ' ' _''' ;,,,,,_'', ";,,;_'n_'_' , ' ' ; ;' '_,'h_,;_: _,,__ ::_:, _'',_',_ ,_''_' ', ;__;;';__:____;__;_',__:x :'; '' _
? _ ''_ Anali__om,t_'_remasdela_0,_,''^._','' �__''''de_lígo?m,,  _,,;_, ' , ,',;,';;!,;!,,;,,,,_,_'_y4/__: ___n_,',,', ''''_'''''_ "_'' ' , , '

u ___oDucc_ó_ \__ ''__ ' !_'''''''''''__,___o,o_,__i_______'_''__'__,_'____ "__x '':'__o__,,____,'_,_,,_'____,,__,_,_',_____,__','_'_''_''_''____,_,'_';_,__,_;_,!;_,_,,,,,__,_;__;'___,o;,___.,;'_;'_'',,,'_,o',.,_''_,_,,,_.,,. ,,,____,___,,w_______,_,. ,;,__q'_____s_,_;,, __,_,,c_,,,__,,'____0_'__'_____,',___',_'_,,'__,__,'.__.',,,._;,,_'_,,,,____,_,,__,_s,,,,,_,,_o,0___,,',,o____,o,o___,,',___,_,o,_,_,,_,___o,s,_,,,_,_._,___m___ _'__s___;;__,,_,;,_,

enelsigloXXessutendenciahaciala_gener_i2ación, ',, ''_____,_ ,__,__ , .___ ' '__,n __'__,,;?','_,____,___,^..,__^_9'_%__0___,'oc_,_^'_^_^^^'o^^__,_^'^'^_^^,^____,;s_',,,,,,,,,c_s__.._______'_'',,__'__"'_v__,_!___,o_
y es así como muchos conceptos y teoremas de las __;' _'_',_ , _ , '' _ C____,?,_,_,__ , ,,_ _ _' ^ _'M' _ '^ ?V'_e?',__ ,, __m:_S':___,__^____^'5^__^__^'_,'^''_^_ ,v,___ao__'____
_ tl_cas ,e han ,eF,nado ene,alizado. ^ m,_'_ '"'"' _;;,,__'_,_c_0_ ______o,__,_,_ _'_'_,_,_'____';__v'c__v,,'''_,_0'^_o_'_,_o__:,_,,,_,o___,_^__,_,_^_ ____!/ ,, ,___ __,_,_ _,_,?,_ __' \'4___'_'___,__,,___^^K_,,,__,:__,
D_chas nociones geométricas va ,ean las de __ ^_'' ^'^;_,,; '' ;,,., '',,_ ' ''_ __ _c_,; ' '' ' ^ ^' ^ ^o '' ' _ _'' __' __ __,_ __, L,, _ ___, ' ____?;"_, '_c?' _''' _ ;_'_)'___ '_ : __,: _g_,; '
_,e, esp �c__o,  pa,ate _,_ _mo, dl_men,lNo_n, _ _o Ç: _, __ 'q: __ ' ' _ 'v, _' ' _', __m _ ' ____, _ __ _ ^_,_ ,_,__ :?_ __ ' ' __ '__ _ ' _ i ''o'___ __, ' '_,' _' _, _o_ '' _ _ ,, _ _ _ __ _ " ' _ _ ^_ _'__,,,_,,_,n;__,o _,,_,__,,,_,,,,_,,,_v_,_,o____, _,,,,'_ ;nx,,, _ ' __,,'; ____,,,,,,,_,,m,,, __,,n,0_, _,,,'.,'___, ;
dIStanCla, área, VOlUmen, p0r InenClOnar SOlO al_UnaS, ,, __,_,__,,____,,s,__,,,o_'_,___;____v, _;x_;'i 0, _s___b__o__-__.,4,,,__,'_,,___ _ ,___'___,_,__?_____0 _ _,_4 ,' ,_'' ' ,.'^' _v '__,^,'^___ _^'_^^,__'',o'^^_,''
, an eXPerlmenta O Una amP la ranS OrrnaClOn' a _,i,___,___^,__,__,__, ___,.______'-__w^' ,, ,,_,,c,,_:.__' ___ ___,____;___55y _'_^___,__,,,?,__,_,'_;,__0____n,,_,,o9,m,_;;,___a,o_,,__ov_____,_?_,____,_____ ,,_i,'__,__,__, _s__a,__,',,__,,_,'_,,_^^'o,,a^^'__,,''_o,^',,,'0^__,____,,,,,_%^,?_,,;_^
idea de congruencia también ha experimentado este ''^^^""^_V^'_'
_ roceso _s seres _i_os ta Ies como Ios animo Ies, __uente_nte
; p ara entender el conce to de con _encl_a c__taremos _s mue_on eje mplos de congruencia.
? textualmente los axiornas que se re Fe_an a este capítulo desde Euclides hasta Hilbert.
_,, __ _____'_;_:___________ _'__''__,' _' ''_''_ c' �'  ___' _'___'_,y' !___'_ _ ______y' __ _ _'_ :'_;_, _;' __ R m_ _ ''' :_ /_' ,' ; g_' __n _ q___!_c__,;_;,_,__o _,''_,:,;;_,:;,;,"___,,;,' ,;,'_,,_,_: ;_ _____;, _';__ ;; :; ' , , ;__,__,,,,__;, _ _;_/___,_ :,,_ '___ ______\.____'___'' __%_', _,nvo_oo,__ _ _v,,__,__,,v',,, __' _; 4,__m' _',;,'_ _; :,;; /, ___, ; , _;'_,_ ;,,,_,'n'n,_,_,,_';;' ' ;_ ;;__, _',_ '__ _'_:_ _;;_,,_, :,,__: _,,,_q:s'__;m__,____,_,';,,,__', ______ ,_,, ;_ _,',_,__, ____;_,,_,__ _____;_;___,,;_,_ _'_,,, :_';, _,';,'_,'; _,,__; :_ ;'_ _;_Y',, _q,w_;____;, ____ :__,__; , ;_,_,_;_,____,___,,,,_y___,,, ;_)y_, ;_',,_,_';,__:_;,_ ;;_ ;___\_,_,,_,_,'_' ',,,:,;;,_ _' __,_,,; ;,, _, _,; :_,, __, _, _,_,_,; _, M___ _ ___, __,___vm' __ _; __c__ __ __ _0,_',% __a__: ' _ _'g_,,;

_ _ioma de E_clides (_ibro l) .
,D_ _ Las cosas que coinciden entre sí son iguales entre sí. '

Post4lado de E_clides (_ibro l)
' , _ T_os los _gulos rectos son igu_es en_e sí.
Euclides consideraba el término de igu_dad a lo que hoy entendemos por congruencia.
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Proposiciones del libro l
_ Si dos tjá�gulos  tienen dos lados de uno, iguales respectivamente a dos del otro y los ángulos
deterrninados por dichas parejas de lados son iguales, también tendrá�  la base de uno igu_ a la
. del otro, y por lo tanto un triángulo será igual al o_o. Y los á�gulos  restantes de uno serán iguales
a los restantes del otro, respectivamente, es decir, que serán iguales los opuestos a lados iguales.
g N .
D
a c a

A c M Q
F_u7a_.I
Si AB = MN; BC = NQ; m_ ABC = m_ MNQ
_ AC=MQ
_ABCes igualaI_MNQ .
y m_ BAC -- m_MQ,' m_ BCA �  m_ NQM
_ En los _áneulos isósceles, los á�gulos  de la base son igu_es entre sí, y si Ias rectas iguales se
prolongan, los �neulos  que están bajo la base será�  twnbién igu_es.
B

- , a

A_0 _ c
M,J . '_ N
' F_ur09_
Si AB=BC
_ m_BAC=m_BCA y m_MAC=m_NCA.
13O
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CAPíTULO IV . CongFuencia de _ guras
_ Si en un tjángulo dos ángulos son iguales, los lados opuestos a los ángulos igu_es también serán
iguales.
B

A c
F___.3
;, SimqBAC=rnqBCA _ BC=AB
! _ Si dos triá�gulos  tienen dos lados de uno igu_es respectivamente a otros dos del otro y además
tienen sus bases igu_es, también tendrán igu_es los á�gulos  opuestos a las rectas iguales.
B N
C a c 0

_ A b C M b Q
___4.9
Si _ = MN_ BC = NQ y AC = MQ (base)
_ mq BCA = mq NQM; mq BAC = mq NM Q y mq ABC = rnq M N Q.
_iomade_ilbert
De F_nición
Dos segmentos se dicen que son congruentes si los puntos extremos de los segmentos son pwes
' congruentes de puntos.
Postulados de congruenc1a
' Si A y B son puntos dis_ntos, además A' es un punto que está en la recta m, entonces ha y dos y solo
dos puntos B' y B'' que están en m, tales que el pw de punEos A', B' sea con eruente con el par A, B
y el p_ de puntos A', B' sea congruente con eI p_ A, B. Se sabe tarnbién que A ' está en_e B' y B''.
A B
B'' A' B'
F_lna4.5
A',B'_A,B y A',B''_-A,B,
esdecir, A'_'=AB y A'B''=AB
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. _ Si dos pares de puntos son congruentes _ mismo p_ de puntos, entonces son congruentes en_e sí.
8 J_-------_\\ _ l'
'_--___-__ B'
A _-------_\\
' \______--_,A'
F_u_9.6
SiA'=A y B'�B
_ A,'B=A';B'
_ Todo á�gulo  es congruente a sí _nis_no.
A'
A -------
B'
_-_--'- ___----'-- C
8 - c' ---
_u__.1
A'=A;B'_B;C'_C
_ _ABC=_A'B'C'
_ Si dos lados y su á�gulo  comprendido de un _ángulo son cong_entes, respectivamente, a dos
lados y su á�gulo  comprendido de otro tnángulo_ entonces cada uno de los á�gulos  restantes del
pnmer __gulo son congruentes a los ángulos correspondientes del segundo t_á�gulo.
' ,''
A _ M_

0 c----> ,0
F_ura9.8
Si A8=MN;BC=NQ y _C__NQ
_ _AC__NQ y_C_=_QN
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CApíTuLO IV , Congruencia de _gura_/ \; _ _ _ ~ _ _ _ _ _

, ' _, ; ' __ _ _ _ / '_ ' _ ___ _ ' __ , 'q /' _ ' ' ,, /___ _ _; \ \ ;_\__ _ _ _ _ _ __\_ __ ; _,_> ' / ' , __ \ _ __ _ _ , __ _ ; ,_ _ _ ;, ;_ ,_ q?, n _ , _ _
S_'M__l M __R_E____ ' '' _''',,__;\_ 'h"'_\_ ''/'____,__;__q__' '_ _ ____:________y_,__'____q?'___,s

Si dos f_gura_ geornétricas pueden supemonerse de rnanera que coincidan exactamente, éstas
son llaInadas congruentes.

_?'__'9 _' , _ _ a_ _ " '__'_

_,_ ?? ,_,;,,_, ? ___n_,_,, ?
_,_ ,v ___,, ,__ __,,

(_J (bJ (0 y bJ

F_u_4.9

En la f_gura 4.9, se observa que si supemonernos los puntos de a y b, éstos _ ser supemuestos
coinciden. Por lo tanto, demostraEnos que a y b son cone_entes.
Podemos descnbir esta situación intuitiv_ente a Flrmando que las n_guras congruentes tienen la
N _n al el m__sm aman-o2

;, , _' _;, ';____,;_.___;_'' _,_ ' " ?"
,,j'_,_'_,_____ 9_? ,, ,_,, _, ,,_, '?,,_
__v '___ _,a_ ;'_j _~'__;,,,_'____;''__,, ___^J _'
_ ,_,_' , m,-_:_,_,4_,?__e_ _':_,m__ m'^_^',;^__,. , _,?__ '
__q_ __ _,,__m,_? _'____'r,__a,__n _ss , t? _"q'_
?__ _ _,__?__ ! :_0_'^_,, \ '__'__?____'
,_,_,___?__ _,_,,__m,,? , i__''_,?_%,, ,,___?v_,?_^
, ____, ___d__m___,___,'_,',__,, __ v ?'_
_\___' ?_,__v?, __ ,,_?_,_ ?v_i ,_____ _ v c,_^
__?,c_,_ ,____,__ __'n__'_"___ _ __ _,,_ ,!,
_n____ n___ _e_,__ e_ t
____'_^ _____^ ____ t
,___ ___-_ __n_
__ _ __g____C9 G_ c_
__ __, _ _ _ __,_,__ ?_ __ __ __ x_ _______ ! ___sx__;m___________ _
_ _ _ ' _____m _' __, _ , _ _c' 9_ n__ __ ' '___ >? _ _ _ ^ O _,_ 0 __ _ _ ^ ' Y
% s_,__ c _, _c_ _, _ _ _ _____ _ _'? __,,n,, _;, _, __d, _,__',_,,__ _, _ ' __ _
_ '_ '' ?__' _________ _ _c V^V____ _?J_,,,_?___ ,_ ,__o__, ____,?__'___v____',_,,_,,',
?_,?_? _ _c_,,,,___'_ 9_____?e'?_ V nn__v_ ,_?,__/_,,__,,w
, ,,,_,, %_ ,____' 5,_ ___ _v, _ _'__"'_ _ _ - _;_m
_,,,_ ___?__c,___,_____,5___,__?___?,,__, .,,__,__ _ ' -___' _J_?' _Y, __%

_ lo notura Ieza nos muestro _guros con_ruentes como las l7ores de Io foto.
_ Lo industria outomo_iIí_tico r_roduce __uras congruentes (serie de autosJ.
, _ _s escuItores represenian Io congruencio en Ia estatuo IIomodo ''Ios
guerreros'' (Brosi Iia: pIazo de /os tres poderesJ.

l fo_a. Dis_bución adoptada por los puntos de una _gura. Así por ejemplo, en una linea la extensión es la mateja y el hech0
de estar consti_ida por una sucesión de puntos es la fo_a. (Noción de fo_a inboducida por Aristóteles).
-o Eslad-1mens-lo_n3deles aci
3 Dimen_1ón. Longitud_ extensión o volumen de una línea una supe_1cie o un cuemo respe_vamente.
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_,,,,,,o I. Dos f_guras congruentes pueden supemonerse y no necesanamente coincidir exactarnente. _____^'^'__,,,,^^oooooooo

_'' (aJQ_'_5_'_'___ _0,,c_c_,,_,';,,,,,, ,,_,,_o,,_,'__,__o_o___,,v_,_o,,,,,,, '0__^'_,,^^ov' _ ^ ^ _ ^ ' _ _ _ _ _ _ ;
,, _,,,, _,D _, _ _,,, _ ^_; ' s,_ _ _ _ ', _0 ',, c ^ _ _0 ^ _ _ _ _ a _ __ __ ^ '_ ^ ^ ^ __ _ _
'''', '^^_R'''_^___,/ _;0,_. (bJ ^ _;__c0^''__,,o,'ooo,,,,

F__r__.lO :_,_,

D___,_ Así en la f_gura 4.lO se muestran las F_guras congruentes a_ y- b2, que al ser supemuestas no _;^''_,'_0_
_D ___,__ coinciden eXa' ctamente. S :; _
'^_''_,_,'^' 2. Dos f_guras pueden supemonerse y coincidir pero no necesariarnente llegan a ser congruentes. :',_,,

_ _,,_ Aqui obseNomos los monos de - c___,
' __'_? _a__,8_0_^'_^^'^'__'^'c_' ?_''__^^^_^'_0^^',^'__,^^'_,^''__,'c0_ ,8o_,, ,__,_,_,_o_,_ ____,____'_0^'__,^^'_,'^'__,^^'o,'^'__,^^'v'^',0?'__'__,'_,_'__'_,___8^'_^'_,,'^'_''o_,'_, uno misma _erson0 a _unto '
__0,, ,v__, _ _Dp_______^ _'^,_,,___,0a0_8,_,0_,,a ,,,___,'_,^^__,,,^'_,,,^^0_,,,^'_,,,^^__0,,'__,,0^__o,'_,, ,,___0___0,_,0'%^^_a^'^^__,^'_,,o^^__,,,^'_0,'_0 _,_,__,,,'__,,^^__,,,^'_,,,^^__,,,^'_,,,^^_c,,,^',,,^0_,0,^s,,o^_,,,',,,_,_0__,_,,__80,'_,,__8,'_,^__,,^_,,^^__,,,^o_,,,'^_o0o,^_,o'^ de _.n _. _.r _m s !ce_'_
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_ Así en la imagen, las manos se supemonen y además coinciden'pero no exactamente porque la '0___^^0'0_^^_o
'^'^',_ Inano derecha no es congruente a la mano izquierda. :_0_c__,_,
v'_ 3. Que dos f_guras tengan el rnismo tamá�o  y la misma Forma no g_an_za que sean congruentes. _'__',
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e_ F_ula_.ll ___,''D_

En la F_gura 4.ll (a) se presentan dos f_guras (líneas cerradasJ que tienen la misma forma ,,_,
(Forma tnangul_) y el mismo t_na�o  (debido a que la longitud de ambas líneas es I5 u) sin ser __
congruentes. ___,
_ En la f_eura 4. l I (b) hay dos_ regiones cuadrangulares (ieual forma) que endencian la misma área :0^
(igual tamá�o)  y no 5on congruentes. _ _,__,o'_
_, En la f_gura 4. l l (c) se muestran dos cilindros de revolución (iguaI Forma), que a pesar de _v_,'_,,
i__,, observarse un mismo volumen (igual t_ná�o),  no son congruentes. ',__'^'__,^'_,v,

Pbdemos not_ que la idea de congruencia ab_ca flgu' ras_ planas y del espacio; p_a un mejor
entendimiento del te_na, se emple_á�  la terml'nología y noEacìones de la teo�a  elemental de conjuntos.
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CAPíTULO IV Congruencia de _gura_

, s_,_,;ss\,,,4nmv,__:_h,_,__' __n___, ' \\'__'';'; __';_;,_____,___s__y____,;,;_,' ,yv, m___;_',m_,;,__,m_\,_\ _ '

DEF_N_c__N
' _ Sobre dos conjuntos de puntos A y B (en una recta, en el plano o en el espacio) se dice que son
__x__ n__ /4 f N n n_n __n__
!?,
Notación
A = B se lee el conjunto A es congruente al conJunto B.
_ Se af_rma que dos conjuntos de puntos A y B son congruentes por descornposición f_nita, si
A = ,.U_ _ A,,; A,,_A/,= _ para ixj

B = ,.U_ _ B,,__,,_BJ_= _ para ixj

A,,=B,,(i= l;2;...;n) _ A=B

Esto es, A ;_ B representan uniones de un número f_nito n _e subconjuntos que son co_ruentes por
P_eS_
Así, dos segmentos de igual longitud se_an congruentes, dos á�gWos  de igu_ m- edidas�_an  congruentes,
dos _á�gulos  equiláteros cuyos lados _enen ig_ longitud son co_ruentes, etc.

Postulado
Si dos pares angulares son congruentes entonces los segrnentos que unen los extremos libres de sus
lados son congruentes, adernás cada uno de los p_es angulares que forman estos segmentos con los
lados de los pares angulares son respectivamente de igu_ medida.

A M

B \c N \Q
F__r__.l_

Si _ABC__MNQ considerandoAB=-MN y BC=NQ,entonces
AC_MQ;mqBAC=mqNMQ y m_BCD=mqNQM

4 I_ome_a. Transto_ación geom�Mca  de un conjunto que no _tera la lon_tud de Ios __entos ni_ _r _nto, las amplituda
an_lares y las �reas+  La isome_a _ de_ine mediante una relaci�n  enbe los puntos de d_ f_gu_: la de paMda y la del objeto _ans_o_ado.
los puntos que antes y detpu_s de la isome_a no cambian _ llaman puntos uni_rios. Ejemplos de is�me_a  son las baslaciones_ las
sime_as, los giros y las posibles combinaciones de estas_ cuyo estudio _ real12ar' á má�  adelante.
' Consulte BLUNEYTHAL, L.M. A p0radox, a par0dox, 0 most ingenious paradox, The American Mathematical Monthly_
vol 47. pp. 346-34 (Paradojas de la teoja de con_encia)
' Teoja de la d_' _�n.  0n_en�a  por d_m__ón del tomo I del _bra _udio de Ias G_m__ EVES, H_. _. 266,
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PRIMERrEORE__
Si dos tnángulos tienen respectiv_ente un par angular congruente, entonces dichos tnángulos
soncongruentes.
Q
B
b
C

a
Atb_C Mt,._N
(aJ
Si _BAC=NMQ _ _ABC=_MNQ

Demo__c_ón
Del postulado de p_es 0gulares congruentes BC = NQ, m q ABC = m q MNQ y m q AC_ = rn q MQN,
/ observamos que la correspondencia A_ M, B_ N, C _ Q curnple con nuestro propósito de hacer
coincidir los tn_gulos y por lo t_to _ABC = _ MNQ.
Una correspondenciaA8C _ MNQ entre dos tnángulos (con vértices A, B, C y M, N, Q respectivamente)
es una congruencia si y solo si AB = MN = c; BC �  NQ = a y AC = MQ = b.
mqBAC�m_NMQ�a
m_ABC=mqMNQ= ß
mqAC_=m_MQN= 0
Q
_
B 0
0 b
_ a
C a
aDM
oa 0__ _ C
A b C
(bJ
F_u__.lJ
,,,_ __, ,_ ,_,__,__;,,,, ,,,_,v,,,',__,_',,_, ,,,,,',,,,,__,_,,,__v____ ,,,'',,,_, , _',,_,__,,,,,
_ ___~_"'__^_ _ __ S'_ _': _'",_'__,_,,'", ,';,,___;, _,_''' _,_'"^', _,,_,__'"^_, ,__ '""__",', _'_'',______,,,_"'''_,, _

La coITespondencia A _ N, B _ Q, C _ M no nos __ie logr_ la coincidencia deseada, es deci_, la
correspondenciaABC _ NQM entre los dos tná�gulos  no es una congruencia (_A_C_ _NQ_. _
No perder de vista que el orden de las letras es importante.
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CAPíTULO IV Congruencia de _guras

reorema del tri_ng_lo itóscelet Por el postulado de los pares angulares
, sj un t_án ulo tjene dos _ados de j ua_ Cnq MAC '' mq NCA "_ _
j longjtud, entonces los pares angula Fes roFmados Final'nente _ + a = _ + 0 = l 80^_
/ por dichos lados y el lado desjgual son de dOnde a �  0,
congruentes. ,'_ m_ BAC -- rn_ BCA '
B Otra manera de demostrar es cuando en el
tnángulo ABC (AB = BC) tra2amos BM con M en
AC, tal que mq ABM = mq MBC = 0.
0
_
0;0
A C ;
(_J _ ;

En el tjángulo AB_, si AB �  BC �  a b
_ __4C__BCA _
.'. rng BAC = mq BCA oa ; ß
A M _
D oslr_c(ón
Para que _BAC _ _BCA, bastwá demostrar que
mq_Ac -_ mg _cA. _ _ABM_- _CBM
B _r el pOStUladO de lOS pareS an_UlareS
' _o _ mqBAJ1=mqBCM
_ .'. a=_
, a _ De lo anterior se estabIece que al prolongar los
lados congruentes, estos Forman con eI lado
desigual pares angulares de igual medida.
Aoa 0o
_ ___ B
_ \'__ ,_' _
d ;__\ d '
_,'' '_
_ _,_ ''\\ D
/ / \ \ _ _
M N
(bJ
_, e_lo, pro_o,_no, _A y _c h_ta M y N A _ _ C
_ _
respec_vamente, tal que AM=CN=d. De _ que
BM�BN=a+d.  M N
Pbr lo tanto _ C%M _ _ABN (d)
_r el _stWado de los pares _ulares F_ur_ 4.J_
cM=AN= _
rnqCM_=mqAN_=ß En_l_ABC_ si _=BC=a
Luego, _AMC _ _ CN_ _ mq MAC = mq NCA = _
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_____;0,_,,c, , '____0___, :''___^^___^'_'_^^'^^',^_'",'^^^'^__,''''''''__^''^^'^''^'__^'''''''''_'''''c''''''''"'''''''^^0_^o^o'_'v'^_'^'_c_''''^__î_,^.__'_______^"_o^^^'^'''i._'''''_'''_^'__''^'"'_'^'_''':'__'_''^''^c^'______'_''^eQ'''A'''''''_^__i''^0'_______^^'^''__'''_____O____ _'___'__'^^__,_>^'>'_,'>_'___'^'_'^'a'_'___^___'''___^_''^'''i_^_'^'__'_'i''ic^^'^^c^0^''^'^^'^"^'^0^^__^'^''^0'^^'_^''i^'^0"'_'''^c_'_^''''^'^^'^''^^0^''^^0'''_^^'___c_c^'0__,^''_0,,,, La medida de un ángulo extejor de un
,_,_,_,__,_______e_____'_'_^'"' _/ lo exten'or de un _'_/ lo c___c_'''_ triángulo es mayor que la medida de cualesquiera
___ _ a/n u_o que Fo_a un pa, __.nea_ con _ de los dos _gulos interiores remotos.
:__,,; uno cualquiera de los ángulos dete_inados ;_ Demo,_,,,_o,
^'_'''__, por los lados de un tnángulo son lIamados ;_^''_D'^'__v_ . l . / _ d f .
o__;'''_,, án uto _tenor de un tfján u' lo. ____,,V_ COnSl eraf e trlangU O e a lgUra antenOr1
o___'''_,^_,, , ''_'0, demostraremos que m_AC > m_C_ o '
___D____,, A' _Dv, rnqMAC>rn_BC.
?_,''_,,, R_,_,' Sea _ punto medio de AC y prolongamos B_
''___''_, __0._ hasta F, tal que _F = B_.

:_^'v Bo ___, ^'_^'^__0_^^^'_, _
c ,v, _ ' __ ' ' ^ ^ ^ ^ ^ n ^ __ ^ ' ^ ^ __ _ _v__ _o,_ _ __ _ ^ _,,,8,__a__ _, a ___, ^,'_ ', _?__,,,'' c ; ?,_ _

___ M .__ '_4';__J'''''_\''' i__'0 _ g .
__,_ _, ___;_,_,_,_,^_, A\ ,, b _ b
_,_'_, F_' ura _.15 _,,__'''__,,,''^''_,,,,,, M, \\___ '_

,:, En el _ABC,AByBCdeterminanqABC. Sial 0D,_' \\\\ __
_, prolongar AB, a MBC forma un par lineal con ____,_ ' ' \_
;__,''_,,_ qABC; entoncesqM_Cesun_guloexte_or _^'_,^^' F. y r0 _ J r c

c, Entonces, como rnqAEF = mq C__
_os _te_o_ remotos de _ _o ^^c___'___,o (postulado de tos _/ gutos opuestos _f el ve/__,e)
'_: _en.Or de _ _'_O %____D,,,''_,,, tos t,;;n ulo, A_F c__ ,on con ruentes
___,__,, Dado un ángulo extenor de un tjángulo, _'__;^^''_,_,,'_,,,, te,o,ema de lo, _.a/
?'_ lOS dOS angUlOS detefrnlnadOS ßOf lOS ladOS _yv_,
__neal con et a/n u_o ___ec'^'00^'_,, _ m_FAE�mqBC_=
___',_^' exte_or dado fecjben el nombfe de án_ulos __^'__,g Del ßOStUladO de ángUlOS (FigUra 4N l 8)
_,__0____ _nteriores femotos del _n_u(o exterio_. - __'__,____ m_C=m_+m_AC _ m_AC > m___
8___'o, _\ B U ____'^^'_,,,,''''_,,,, perocomo_BC___FAC
_6__',,_ _ _____^^^'_0,,,^^"_,,,, _ m_FAC�mqAC_�0
_____,__,_ _??ic_^', Por lo tanto, rnq MAC > ma AC_ (el otro caso
____g^^^'__,,,,'''__,0_ __:D___ puede ser demostrado de ma_era análoga).
''__^^ t____A _0C__t - ____'
_,__,'_,__^_',,''_,_^^,^^___,_a___,,,_._\''''" '\_ :,_ ' DadO Un ángUlO AOB y Un pUntO P en la fe_iÓn
_,_"_'___'' ' _c_?_0_ intenor, se cumple 4ue
í :__,
F_ur_ _.l6 ;__,,, o ,,,__,,,,,,_0p,0,,,_,,,,,,_,,_,___,_,,_,_s__ _'_ _ _ _ _- - - - - ->
q MAC: ángulo extenor del _A8C. ___;'^''_,,,,_^'__,,

______,,,,o de_ a/nguto exte__o,MAc . ____''_,e,0^''__,,, ' mqAOB = m_AOP + maPOB
, '___^^'__,,,,^^''_,,,,,,_,,,,,,0,o,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,o____, _, ,, _,_,,_._,__,,0oo,,_,___,,_,,,,,,,,,,,v,o ,v,_,,_o,,,,_,,_____,,,,,_o,,_,_0oe,_,,0,,,,,,o,0,_,,0,0,,,,c,_,,0,,_.o0o,,,__,_,,_ ,, ,,,,_c,,o,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,0,,,,,,,,,,,,,,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,oo0o,,,, _,_. _, p__D_ _v_'_ F_ura _.J8
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CAPíTUlO IV Congruencia de _guFas_

tE_u_Do_EoREm_
_
Dos t_ángulos son congruentes si tienen dos _nedidas angul_es respec_vamente iguales y el lado
cornprendido entre ellos son congruentes.
B N

oa D__ 0a D__
_ A_h_C M_h _e
(_J
Si mqBAC=mKNMQ �  a; mKBC��mqN  QM= ß yAC=M Q _ _ABC_ _ M N Q_
mos__L'_ón '
Corno AC __ MQ y hacemos coincidir A _ M y C _ Q p_a que ABC _ MNQ, bastará probar que B y
N también coincidan. Para ello bastará, demostrar que A8 = MN o C_ = QN.
l. Suponiendo que AB t MN, tenemos dos posibilidades:
a. Si AB > MN, en AB podemos ubicar un punto R, tal que AP = MN
B
P

c

_a D_@___ _a ___
A_b_ M_b_Q
(bJ
Del postulado de p_es angulares congruentes, mæCA=m_QM=ß. No obstante, como
m_CA = D, P coincide con B (P = B), adernás _APC = _MNQ _ _ABC _ _MNQ.
b. Si AB _ MN, en la prolongación de AB se ubica el punto R, t_ que AP �  MN.
P
B

c , C

' 0a D_@___ _a ___
A_b_ M_b_
(c)
F_ur0_.l9
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Del postulado de p_es angul_es congruentes, B
destacamos que m_CA = mqNQM �  _; pero P_
rnaBCA = _. Concluimos así que P coincide con ' _
B (i_B) ''\_
- ademáS_. '_
_APc__MNQ '_
.N. _ABC=_MNQ '_

N_endo que Bc , NQ, procede,emos en A _ b _ C
forma análoga al caso l y dernostraremos
que los triángulos ABC y MNQ son
congruentes.
' P_a ello, partimos que BC t AB y si
TeOrem8 dernostramos que lo supuesto es contra-
Si en Un tnÓ_UlO dOS de SUS medidaS dic_ono, entonces quedará demostfado el
angulares son iguales, entonces los lados teorema.
que se oponen a dichos ángulos son
congruentes. Si BC t AB, contamos con dos posibilidades:

l. Si AB > BC, entonces en AB se puede
ubicar un punto R, taI que AP = BC
y resulta así l RAC _ _ BCA. En conse-
cuencia, m _ PCA = m q BAC = a, pero
como m q BCA = a y al estar P entre
A y _ la medida debe ser mayor que
A c rnqPCA, se observa que es conba_ctono.
(aJ
2. Si AB< BC, esto es lo mismo que
En el trja/nguloABC, sj BC > AB, entonces en BC se puede
mqCAB = mq AC_ �  a . ubicar un punto Q, tal que CQ = AP.
_ ' AB _ BC Haciendo un análisis análogo al caso l ,
.N. Ag = _C concluimos que lo supuesto también es
contradictono.
Demos__ción
c Para que AB = BC, bastará demostrar que De l y 2 queda demostrado que AB = BC y
A8 = BC. por ende AB = BC.
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CAPíTULO IV Congruencia de figuras

rER_ERrEOREM_
Dos triángulos son congruentes si sus tres lados son respectivamente congruentes.
B N

C 0

A b C M
b
(_J

Si BC_NQ; AC=MQ y AB=MN _ _ABC__MNQ

Demos__cjón
B
_a
_ _ ;D
c ; 0

a

_a !l
_g b ;
; M_0
! b
C !_ _

_ !_
_p
(bJ
F__r0_._l

Construimos exteno_ente al _ABC el triángulo APC congruente al _MNQ, así
mqPAC= In_NMQ= 0, AP=MN=c y PC�N  Q�_.
Luego en los t_ángutos BCP y BAP como BC = CP �  _ y AB = AP = c _ m_ C_P = m_CP_ = ß y
m_ABP=m_AP_�_.
_ decir _n_ABC=__APC = _ + _ y del teorema de pares angulares congruentes _A8C _ _APC.
._. _ABC=_APC
Ya que _APC = _ MNQ, entonces
_ABc=_MNQ
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Bg

Lumbreras Ed itores Geometría

Teorem8 _ Sea AD _ BC = (_O) por ángulos alternos
Si los segrnentos AB y CD son paralelos y internos, se cumple
congruentes, entonces, BC=AD oBC y AD ' Enq_C--rn_DC_--0
se bisecan. ' mq BAD =m_ CDA = a
. Del segundo teorema de __/ os co_entes,
Dgmostr_c_ón _ - _ABO = _DCO (A_L_A_)
sea A_B//_cD y A_g _ _cD _'N AO -- DO y BO --
I. Si los segmentos BC y AD no se intersecan.
Si dos pares de rectas paralelas se intersecan dos
B _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ C a dos, estos determinan segmentos congruentes
\ \ . respectivame nte.
-a

A - . D _ __,;_,'__,__ _,_.,;_?__^,_,_,____,,;_,___,,,,_,, ,,,__,__,__'_____;____,___;,,___,,_?__ _ _____ , ,,_ ,'_', :_ '_'_;;;;'_

3 __ _
Tra2amos _BD v Dor ángulos alternos jnternos (a J
m_ABD=m _q 'CDB= ?a
_by__cD_a Sea __ / / _2 y _3 / / _
_ _A8D__CD_ _ AB_DC yAD=BC
_'_ _o _ --- BC Demoslra,_o/
Tarnbién mqAD8 = mq C_D .
' ior el recíproco de los an�ulos  alternos _1 A,_,, ,,,.,.,, .,,,, ., ,. , , ,_,,._

A D / / _c). _,,,, _,,,,,_ _,, ' '__ ^ ^ ' '__,,, ^ ^ ''__0,_, ^ ' '__,, __,_ ^ ^ ''__,_,, ' ' 0__,,0 ^ ^ ''__,ov, ^ ^ ' 0__,,,, ^ ^ ''__,,, ^ ^ ' '__,_,,_ ^ ^ ''__,_,,_ ^ ^ ' '__,o,o ^ ^ ''__,,,_, ^ ^ ' '__,,v ^ ^ ''___,_, ^ ^ ' '__,,,_ ^ ^ ''__,,,_, ^ ^ ' '__,,o,, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ ' '__,,,,, ^ ^ ''__,_,, ^ ^ ' '__,,_,, ^ ^ 0'__,o,,, ^ ^ ' '__,,,,, ^ ^ ''__,,,, ^ ^ ' '__,_,,0 ^ ^ ''__,_,,, ^ ' _ '__,,,,, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ '__,,,,, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ 0 '_0,,,,, ^ ^ ''__0,,,, ^ ^ 0 '__,,,,, _ ^ ^ ''__,,,, ^ ' '__,,0,, ^ ^ ''__,,,,0 ^ ^ ' '__,,,o, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ ' '__,,0, ^ ^ ''__,,_,, ^ ' ' '__,,,_, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ ' '__,,,,, ^ ^ ''__,,,,, ^ ^ ' '__0,,,, ^ ^ ''__,,,,, ^ ' '__,, _,,, ^ ^ _''__,,,, ' ' '__,,,, ^ ^ ''__,,,, ^ ' ' '__,,,,, ^ ^ ''__,,,, ^ ^ ' '__,0,,, ^ ^ ''__,,,, ^ ^ ' '__,,,,, _ ^ ^ o _'_,, ' ' ' '__,,,, _,, _,, '_ '_, _ __,,,,0D _, _, '_o,,_,, _ _,' __,_,, '__,,,, ^_,,,, _ '_,,,,,', _,o, ^__D,, _,__ _,_o, _'_,,_,,_, _ ____,, ___,,_,,, __,,'_,,,___,,,,_D,,, _ '__,,,,, '__,,,,, '__,,,,,,_,_,,,,,,'_,,_,,,_,,,,__,,,,_,,,,,__,,,, _,,,,,,, _D,,,,,, _,,,,,,, _,,,,,, ',,,,,, ;,,;,_ ;;, ;,;,, _,,, ;;,,,',,,,;_0 ''_,_ , , _, ,; ; , ' ' ' ' ' _ : _ ' ' ' ' ' _ __ _ _,

2. Si los seg_nentos BC y AD se intefsecan. D C

B U _ D
g \\\.\ ___ ''a F_yra __3
\ \ \ \ \o_ , ,, ' ' a Pbr ángulos aIternos internos si
_, ' ' \\\_. _1 J / _2 _ mq C Ag = m _ C D =a
__ _ ' / '\ _\\ g _3// _4 _ rn_AC �  m_CA =0
A \C Del segundo teorerna de _á�gulos  co_ruentes,
_ rbJ _DAC _--
__y_ __1 .'. AB _ DC y AD -= BC
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CAPITULO IV Congruencia,de _guras

v, '_'__'_,_,,,'_,',_,_,'__,_,''_,,,,'__,,,,'_,,,,,'__,,,'_,,,,__,,,,,,,_o,,,,;,,,,,,,,,,_,_,,,__,_,_,,,,,_, _'__v_'_'_'"__' ___,c''__,'0o _i_c_o'_c_,0___,_'0_'_,,;__%_ __'____^''_v_0
_______aqo__a___^_v_a__'___''___,^'____^'o_,^^'___,__'''____'0a_,__,o____'___,,D_^D,,D,_____,__a__,,_____,'___^_:,,_,_,_'____,'_,__,;_,,;e_g'_c_,,,_c___.,_o'_,,,____c,C_,_,'0_,o_,,_;_;D0_,_o,_,,__,,v_'_,_,___;____u_'_____'_____^'__^'__,_^''___,__^'_c,o,'^''_,,,,^^'__,,,^o'__,_,,^^'__,,,,^''__,,,,^^'0_,,,^'0___,,,^^'__,_,,O''__,,,^^'_o_,,,'_'__,,,,^'__,,,,^'__,,^^__,,_^''__D,_^^oo_,s,^''__,___,,,C_,,_____c'_ec_:;_^,,__,,,____;?_;;:_ec;,0___,_'_,,___n,____s__s__,,_',____,_'___v__,__',__,^'_,_''___,,,O''___,,^'_,,_,^O'__,,,,^0'_0,,,^^'__,,,_0'0__,,,^O'__,,,_O''__,,,,^^o__,,,,"'0_,,,,^'__0,,,'''_0,,,,^'0_,0,,'_'__,,,,__,_,,,'___,0,''__,,,''0_,,,,'?__o,,,_,_,,,__;,0_o_,,,^'___,,,'_c0,_,,ioa,,,'_,_,,,c,_,,,,___ec_,_,_,,_'c_,_0,,_,_s_,_,,,,_,_;_,;,,,;,___,_;,_;,_,__'_'v__'_,,,__''_,oe^'_,,^o'_'''__,''0_''_o,_''___^'_,0^''__,_^^'0_,,_^''__,,_^^'__,,s^0'___,,''c__,v_^'__,'_____p___,''__,^0__,_,,^^'__,,,^0'__,,^^__,,___^'0__0,,'o_,,_^"___,^'_c,,oO'_,,,,^^'__,c,^''c0,_,^'a,c,_'__o_o0,000,,,c_0__00,0_0,c_'_0_,,'_0,,_cc,_90:,,__0_o,,,_____,_,_,_:____,__,__'v__^0,,,_^___,,_^_^^'____,^'_,,,O^'0,,,^''_,,,_^''__c,,^''_,,_^^'0_,,,,'c'__,,,,^'__,,,,'''_0,,,,^^'_0,,0,^''__,,,,^^'_0,,,^''__,,0,^''__,0,,^''__,o,,^^'__,,,o^''__,,,,^^'__,,,^''__,,_,^^'__,,,_^'0__,,,,^^'__,,0,^''__,,,,^^'__,,,,^''__,,,,^'__,,,,c'___,,,_^'__,,,^''_,_,0^^__,,_,o__oc,,,___,0_____,'__g___,,_g_,_s,,_:_'________
Del teorema de los dos pwes de rectas paralelas
_,_',_,___;v,,,,-, ,c _,_,_,,___, _,'_0^_,0c:,_:____,v
__''_:_'''0^'_'''^'0'''_^'___'_0'__^''_'^'____^'o^''i^'_'____''s_0_^'^''___'''_0__''_c_':_mc''_____""'___'c^____'_^_''_^ec_''c'''^''_"'_'^'_'^''_^''_'^''_^^''_^0'0_^O'o0^^'_^^'_^^^'_^0'___'__^^'_^''^^''_'_'_^^''_^^'^^o'_^^^'_^^'____''_'_'''''d_''__^^__^':_____^'_'_____''__'_cc__'''_^0'_^''_^_'c00'_^^'_^'''_^'_^"_^^''_^^''_^'''_^^''o^^^'_'^''^^'_____'^__'''^^'^_''''_'_''_'___'_'i_'__^'_V_0'_'':_^o_'_^__P^'_''___'__^''_'___'_^''__'_a'__o__^''_''^^''^^''^^''__^o'_^''__"_^^'_^^''_^__^^''_^^'D^^o'_^^''''_'_S_'nV^^^'',__"'__''"_''___'_^_''__^'_''_'''_^^'_^^''___'_^^''_'_^''_^'_o^^'_^^'^^'_^^'^^'_^_'^'_e^W_''^'_0_^'_'':___o_'''___'^__''____''_'__'''__aD^_____o__'___^_^'_'_oi'''__'''^'____'''_'_'':'''_'__'__'_^0_e''o_'_'_'s_i''______,_, tenemos que CM = A8.
,v''__? '5 s; _/_Dc y _/_Bc ___,, CD = CM + MD
_0'^_ ' _'",_^_, _ CD>CM
___,__ A _ ^'_^''_,,^^'__,o
_c__,_0,'_0, _ n0 ____'__,___' _t

___0_,_ _''__,_^''_,,0 Teorem8
__ o�  ___ __ na_os_ostná
_ D C '_ iU_ _ ' '
!!,, ___ ____'''_' rnqABC -- m_NQ y la distancia de B a AC es
;_:___,_ F_y_ 9_9 ?: l_ ual a la dl,stanc__a de N a M-
' _ m_DC=m_C8A y In__�_n_CD  dichos tnángulos son congruent

B N
eOrema oD
' _ _ a a
En la f_gura 4.25(a)1 si AB // CD, asumimos que
CD>A8. d d

o. A_^ b_C M_b Q'

F_u_9_6
SiAC=MQ= b ; rnqABC= _n_MN Q-- a y
A B
MNQ son congruentes
C D

, _0bs_PYaci_n _e____'e ___ :_____0_____o_________ __D___ __0o_____ _____0oec__o__ :i__0___0_0D_____o__c;

a_ - ' '''_''_' El hecho de aue los tn__ulos sean "''o__:_c''''__,_'''o'o__D_,
SiAB//CD,es_doABm_próxirnoaOqueCD, :^' COngfUenteS lmPllCa qUe _Od�a  SUCeder _,,;
_ CD>A8 _ que_'ABC_-_MNQ o_ABC=_QNM;es ______^^^'__,^^vo,,
_,' decir,AB=MNoAB=QN,asícomotambién :
Demoslr4c(ón __^'__ ;__,
^^'' _C = NQ o BC = NM, respec_vamente ___'^',^^n_
O, B t,_aInOS una fecta paralela a AC que _"'_
. n t e r s e c a a -c D e n M _;___0__,_, Para evitar esta ambigüeda'd es necesano _d0'
:__ saber quiénes son los lados mayores o :, _'___ _
A J;.J,, _ ,,,,_..,,, ,,,._0 ,. __B __,^_,'_,v, menores. c,,;,
_,___'_,_,,_y_,,,v;,:__,,;____,__ ;_,__..,_,__;__"'''''',,.__/_,___;_'___,'_:'''','_;____.,_,_ ;' :_,_ _flOt_t01 siBC_AB y NQ>MN, denni- '^'^',,'^'_uo
, _.;; . ' '' ___,, ' _'__ ''_' _', " ____ __ m__?,'___ :\_: , '___',,___ '_,__;,,__'_ _';_'_ _ ''''';V\ - ___, ;_;.,;_,;_, ;,.' ''_' _' ' __;_'',,,^'''__,,, tl_,amente __c _ _MNo '_
_ - ';',_, __;?!_,5___j__ _' ; ,''_, ':,__,____,9___v__,_''__,__' ;,,__q_______,_ :,_' - i' _: ,o
/' ' ' ' , _,_,y ,.,_ )_ _, , _, __.;_ ' " ' ' ? ' /;. ,___ ._. , _ __ _, _i_ i_ ? _ _; ' '' _ ' '',' ' ',. , _,_,,_,y ;, _ ,_, _''' __' ' ' '_ : �,  M '_ _ C'' ''' ,__ ? _ , , _ , _ _ , _ , , , , , _ , , , _ _ _ , _ , , , , , ,, , , , ,, , _ _ , ,_ 0 ,, _ c c 0 , _ , v, , _ _ o 0 ,, , _,,, , , , _ _ o , , , , , _ ,, _ _ _, , _ v , ,, , _ _ _ _ , _ , _ , , , , , _ , , , _ , , _ _ _ , _ , , , _ , _ _ D , , , , , , , _ , , e , _ _ o , _ c _ _ _ ,_ _ _ _ , _^_ D _

C ' y'' '' '_y'' '''' ' ''''/ '__ ' ''_"'' ',M' _D _a de_nos_,ac__o/n de esta observacl_o/n ,equ__e,e '
_' _ co_ocer _gunas propiedades de circunferenci_
_ (bJ (ver demostración con cuadnlátero inscnptible
__u_ __s capítulo IX)
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___ ____ _ l ___ R _ __J_

Lum _reras Edito res Geometría' _

o__; ó ',0e co,GRuey _ _ _s î_,,? _? " _ " _c,,; , _, _, _ _ _ ' q m _, ^_ x _ _ _ _ _ _ _
Teorema
_os polígonos son congruentes si sus pares angulares tomados consecutivamente son respe_tivamente
congruentes.
_ R

A M
D

8 C N P
(aJ

Si _ABC__MNP; _BCD__NPQ;... ; __VB__RMN
_ PDl igN (ABcD_ = PO l i_N (MN_R)

Demostr_cjón
Si los pares angulares tomados consecutivamente son coneruentes, ello garantiza que las longitudes
de sus lados y sus medidas angulares sean respectivamente iguales.

O O
_ _
d d _,
e e !
n _____-.--_ __D g n______----- __Q
A _ --a -�-  - M _ -a
Y_ __ Y ' _
0 _ -m 0 ' ' _ _
_ '''_____ __ ''''_'

E rb
F_ur0__7 '
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CAPlTULO lV Congruencia de _i guras

Si desde uno de sus vértices y su homólogo tra2amos diagonales, sa observa AC _ MP puesto que
_ABC = _MNR. Así también m_BAC = m_NMP = v y AD _ MQ al ser _AED _ _MR
Asím__VD�m_RMQ=0.
Es _ecir _n_ DAC �  rn_ QMP = �,  pero como AC = MP = m y AD = MQ = n,
_ _DAC=_OMP
Por lo tanto CD -- PQ; m_ADC = m_MQi y m_ACD = m_MPQ lo cual garanti2a que los polí gonos
ABCD_ y MNPQR son congruentes.
De igual manera se puede generali2ar para polígonos de n lados n _ Z+ y n > 3

Cl_CUNfERENC_AS CONaRU__ES _ ' ,,_'M_? ,n _ ''_ ;!

Si un polígono es regular (lados congruentes y pares angulares Fomados por los lados también
congruentes) y el número de lados tiende al in_nito en el límite, el polígono regular se a precia como
una circunferencia. Por lo tanto, para que dos circunferencia sean congruentes bastará que sus radios
tengan la misma longitud.

%_
_

f jO
f 02

F_ur__.18

Sean __ y _, circunferencias de radios r_ y r,, respectivamente.S i
r_ = r2 _ _j= _2

_,'_,__,__ :______?,,,_____,_%_______,____,a,_____,''_________:, ,__:_;__',,' _,____,_;;''';,__m_,, ;__'_,,,_,, ,, ____ ,:'; ' ___;, __,_'',, _,,,_ _; ,
Los fundamentos de l8 Geo_ebia
Desde los tiemp0s rnás remotos, la ambición de los matemáticos ha consistido en estructurar su ciencja
como un sistema de deducciones (teoremas) desde unos puntos de partida (axioInas } t_ sencill o s y
poco nu_nerosos coIno fuera posible.
_ I899, el matemático alemá�  David Hilbe_ presentó una espléndjda sjntesjs de los traba jos de
sus precursores y de sus propias investigaciones en torno a los fundamentos de la Geome_a. En su
libro Grundlagen der Geometne (fundamentos de la Geomet�a)  se encuentra la pnmera _ posición
enteramente axiomati2ada de la geomet�a  euclidiana a p_i de una veintena de _iom_.
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__,_ __er(ealnp_o Aga__c__tad___r___ t _? _ _ _mqAGENEs__c_o_NG_____R_tu_E__N_Ttmed__E;s__N_ga__?_9____,__?_v9/n;?,____l7_______x_v____r7_____n2_a_____a;___mv____v,?_____,__t_________________,______a____v________,?____,?_,,__,__,r?__m___?___y,__,__,/_______,____y,_,_?__v__%?_?,__y_____?,,____?_a_,_,___?,?____a,___ _
r

;

__?
_an,o e, _,_.,, ,omo en E,.,pto se emple_o, ,,,enas ' '
_ _, métodospanmedird___i_ycal_l__kura5. UnmétDdo _,_, S^" \\
s',_1e can_n'_a en suie_ un palo con el b_o exte_d__ _, \__
' has_ que cub_en con e_i_ud Ia ahu_ deI obieto, _ _ '_
_ _ _ hac_agi_rdesp_900Yladi_Ciaap_en_emen_CUbierta ,; ____'__ ,__x_ _ �_
. sobre el suelo en ta medida _suda. _____�___n__/  "
A _ l_o de la hi_tori_ los pueblo_ han înven_do \__,__ _________' _'
n__ forn@ de resohreF problem_ co_dianos. _ _,__,_, ,_ ,n,,,
Aí en et g_o_ de Yberto _ure_ ( l _38), _ _ ; ' _,;_q_ ___x,_,_n ?_9''
aFa-_ atemán n_s mues_a u_ de los var1_adoe grabad0s ? v__/ _ _____s s__?_ ,
dand_ se ve eI métod_ _de _r5_in p_cti_. En este _r_ __ir Ia _lturd se uti Iiz_ba una r_riFID,
b_o _ apr_ _ c_o u n ___ _ede capíar _j__mente q4e __ eI __a e__i_ cubr(o Id a__o deI
__cufado _, ,_m e, ,e ob_, __s de f_ ob_t0, _a _g_ gir_o _ 9_. _ dista_io
_e c_brj0 la _riJJo sobre el s___ __o ser
cuadndos de _u cuad�íúla  Y reîilla.
, Ah0n d_s_emos de _quin_ _ ��étados
_admente comp_ejoe pan medir o reproducir m _,,,,__,_,, , ,, ,m,_, _,_,_,,_,,,,,
imãgenes, un e_emp_ _ ta foto_f_a que _roduce ,,,_,,, ___m__,,,,,_____,___ qQ__, __' _'~ __"
i__ enestod_can_entesodel_ãñoqueq_isi_os_ _____,q___,__ "^ v5,__,_ee____~_?_ _v_,_ __ , ._,
0 lat fo_oc0piado@ q_e re_aducen im6gen_ a _ãtV _,,_,_g_a, _'__ __,_,_,__,___,_m,n

Ctualmente_ _ c0n___ que _a con_encia_ ' '' ' ,m?%_,,,_?___q_;?_,,',_,?' ;, __c,__ m_~__ _~_; .
reproducir 0bjetoe iguate_)_ e_ u_ ob__iÓn del _b__ ' _M_ _,,_______-_ ____m,!_'__,,??,,__,,,\_,_,',5,,_;,_'n
c_ magnitud se d_' _ _ l_ cIo_iõn de seres _^ .d d d lD _
togra Fd __ jte o btener im _nes
4_ I_ter_e _0r W qUe _ _ _ l _
CongFYenteSe_Sefle.
de cong_e_i_ e igwaldad tu___n su ongen _ tiem_
_da_ ante el p__ del hombre._

4 _v _e, t__ _,_? ___ _,"_ ___ _, _ __ __,?__ ___ ^ ?/,__ _ _ _\_ __ _
v ?n_______n____?___^_ _'_ __,__ _,__ __ '__ __,,'_____, __ ____m _
_,____,_,___ n_^ '_,_,_,_' _' _ n c___^_?_ ?_ n x____ ,,_' =_n ___ _v _?
_ _ __ __? ^ _ J___ ____ ;_, __ _ _ _? __ ',9 _ ?J,__' _ r, _"_ __y__c î
_,?__?____~___,__,_,___,__,_ _ __',,; ' _J,_,^_v_J__, _____?, __ 5J_ ___C____?
_n________, ____ - _, _ ?v _ '_ _ _ ' ?__ _ __0 _ _ ___ ___ _0 _' ___ " ' C___^__ _ _ __ __ _ _ ^v_, :_
__ __^__ \____,m'Ny_~_~_^_m_9_ __J'_^ _ _____n____? v:_,m,a,__- _,,?^____ v__vn,
�,  _ _ _ ,_? _ __ ,'_ _ _? , ,_ ;_ \ __: __\ X ,_t __, _x x __ __ __ , _ ,',,,' __ __?_ , _, _ __ ,_ ; ,_"_ ,_w,_ _, ,_,_ ,__?v_q _ ,e , _ __'?'____ ,? ?_ _?__ ,_,,
, _,,_,, _,,?'?,_ _'n_ m'_h? v_; __?,__ ,__T____,____;___,'____?__''___?n?_ __9__,_______;,_,'
'_ 0__%, ' ,'_s^__ _ ___' , X^F _?_?? _?? __,,:_ __ _, _ _u_, _ _ - 9 _ ___ n____ _ _', _ _
_ c'_ __? ____ ^ _/- __ ,, _ '^ ,w,__V' _,_,_ ______c_____ __' n__^_____n _
,? ___ , ,v ?, ,;?' ,_,_____,_, _ _ _,_'____é?__,__ ____'__' ,_'__v,,,,__,'_,%M_c_____?____v,?__v___ " ,__?_c ___ ___, ___ ___,,, ?____ ;
_ ' '_ _ _ ______c__?^_,^________,___?^___e___;______"_, ' _____,,n___?__,,_, ________^____,e_______,__,_9,________,_?_____?__?_'__ C ;
la _n_u_o de _ myD muestca el _ _ __d_jE__ ___ _ eF d_'b_'dnre _edd _ _
E ' _ _ _ _e_ _nd im_x ca__ente d I_ qye ob_0 a uave_ de I_ rq__l_,
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_ _0 _?hml9\___c_____t_ __,__t___ _,?___m_,tg__a_t_ _q_x_____? _l__r_,_t,_v________c _ lv__dn____uc_dmn\ __2,___?_s?,_\_xn_? tcaonr_sp__d)d_e___ltt_dy_elt____mlaF4npdo0F__an____rm%ec_,_?o,_,__?___ar__________ __ltt_pe_?__r__pn___y___en_d_____os_t_,________deadd_s____e__,_% __

' ___ )
=,_ PLATON (Atenas, 427 - Atenas J47 a.n.e.)
_ __,
' __,?
filó5ofo griego que _e co_i_îó en el fu_dador de _ _emî_ m,/
____ , x , _
,, ___O Una i ia �ri__ica  Y _ e su _mn_d_ _ro ló u_
_ c i_ensa yida pública h__ 0c4_ _o_ impo__ en la s0ciedad de __ _ SMn"_
_ ?, ,4e,_ _ ' , _ _"',,___
' _?_ _^_ ___^_
' ,_n,', _, __, _ ?%, ,
F_ La t_dici6n _ los6_ca lo cantidgn_ _ lad0 de _ist6Eelet un o d e l ot _ _ __ , ;' __ _m ,_ n , , ,_ __ _ __'
'_ i'^_ _ ____
m_ __ d_ __miento occîden_, S_ún 1a leyenda, f_ dixípulo , _?,_, v_ _,__ _,,_ ,
e interlacutOrdeS6uates,__opensami____pF_ente_ suob_ ,n,, ,,_, , ,,,, _ __ __ _'_n:,
Apanirde387a.n.e.ndi_en4njardín_At__.que__ofr_ido ?_^' ,, m,, ___ . _
_ h_r_ Academo y del c_al se inspiró pan nombrar a su _cuel_ Sus ,_ , ,,,, __ _ _ c_ ,
nume,0sos d_,s,_,pulos, ent_ lo, cu_e, Ais,ot,el_ _ el m_f _,m __g, ___, _ '^ ,''
difundieran sus emenan_ _r G_iay_ia meno_- En su ob_ Qjáto_.
exp_o su t__a del univ_. _n __ _ja, s0lo _' dan pan _ das unimr5os_ eJ mu_do _ I_
j4e0_ o ko_o_ __t_s y el uniye_o de Ias sen__ciane_ o _osm_s ois_et0_,

Pla_n con_d_ que d _in0 que el
,; ' _, n \_____ hombre debe recorrer p_ encon_ la verd ad
_ __ '____'__; _v'/_ /, _ ___',,_ cansi_e en _cudrin_ la v_idad de I_ _0_
r "?'_, __ , ,'',_ M
_?'Me _,_,?__?n_ __;_',-, ______^_'___,,,m ene_mundodeI_id_;_0fuet__desu
,_' _ ,, _?__ _ ?_^,__ __S_?___ _^-___ _^ __ diál _ en su libr_ f_Fón su _ _ i
__,_, ,__m,__,, __, _'____ _?__n _ ' __ __, _ __ '
,;S_?'___;_ ; '' _?n ___n _J__ ,____,,__ /__;, ' c
'___,_____L?,_,_v' '4''_ __
; _'_' ,_____,_ ' _ _ ____ _, _ _ _. l0 id_l sobre et mundo r__ aunque _m_ que
,,,,,,___%__:_,__^ ____5__ em,"'w/ _, ,^ '
_?__n___ ,, _ , _m,_____,___
_ _,, __ i',__ \\_' ;q_ ___? _,__ _9 _ ,?
_^__ _ _,_____v ____',',g'__5_, '_ "'__/_ cani _sunN__c0__un_ la bo n d
:__','_ __/__ _n_:__ _ ____?v_____ .' ' v '
^'^,'__,_ __,_,_;,_, ,_?__ '__,_,__ mq_ ' Y_beIl_ '
n;;_n__ ^_ __m'_,,,,_>_ ' ' '

__ ^__-__? , ,_, ,_ __m, __v '
,hv ; _,, _v __nxn____ __^?_'___,_/?,", _laAudemiadg_l_6n ( n o g n _ J_ nod _
_ __,,_ _ v___,,_m_,,_,____ _,,__,____, ?_'_,__ _,'___?, _q_ ' __
s _ ^ _' ' ' __ _ MY _, __ ' _ ignorante en g_4_a) no_ m_i___ el __
Pl0t_y_j5t6teIes_r_to_ist__F_esc___ueh )u_do _ _ d;s_ip_i_ en e_ _n__, _
d_ Aten__ _ RofQeI _n2jo.
Ptatón Y sus d_Kcípulos.
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_ QmpblbEnE___ s_odencue)ntn_haulnctu_daa_la_eorla_d_lt __(de_oles___??_F_________)J___;_n__en____?__?___Es_/t_u_el_____?_q______A___te_?___ _
\

__
-355a,n,e_)
___
_ D'Kcá__od_Pl_ónque_ededi�ónoso_oalaM_mática,  _ _,_, n ___ 5,____ ___ 9
nn _ ____ ___ __,
__ si_ __n a _ Atrm__. De __u_Ie_ _ri_ (naci_ _ ' _, ; eS _",__ _ __ __ ,__,? ,__,
J . _ _ _-_, _d __ _ _ m J _,__?, ?_ _ ___ __J _ _ ,.,_ _ J
?_ mUrl0_ 0xSU ttat0m_ em tC_i_C _' ___ __m? _ _,%_ .____ __
? inn_e__quereali_e_;osenmedic;_E_f_euna _n_ c,__ __ ___,_ _~__,_, _
? _,M_ , x ____, __m_ '_
ç? pAF_'jánque_bíén__cíódu_tealgun_an_. ? ,_ n?_____ _ _'' c___?_
e , , __ 0____ ,__ __ , v, ______v_
__ _met_ ca_S_teo_a eas_0_i One_ ___ ,___m,_ _ _ _,__,,_____
yeI_0__usN^ a,que_mpu___id_deEucl�d_  F?____ ^__n_ _'____ _ ~__,,_ ?_?,
__r1o_. Su t_' _m_ de la __' aIidad ' ' _ ___ ,_?_____ _M_ _ ?'?
____ puMode_Fc____c_o_'en_.en_ , _sN? _ _ ___ __ 'i._, ^\ ___ _,
._ _ _ , , _ _ m_ m _./_,_ m____ ?
_ __m _ ,____?__ c
___, ____c?_ ___ _q
númerosi_î_e_,)ac_estt'_labaq_e___5nopmod@1 ______ _,_ ,J?,_? _ ,_ _, ?__,___,,_,
_e _ad0scom0c_enEededosn___en_r_. ? ____,_.,, __, __ _ _ _?_ ''__, _
, ,?,______,_, '____t_ _______
m_ a _ _NO 0 0 e __i_O ____ _______e__ ,. , ___ T _ _,;
_rm_i_ abid_ el prob_ del _culo d_ _' y v0I�me__  ___o g _,-
c_ e1 de la pi�ámide,  __o nIu_ _ un _y0' de un (___ __-o
pri__m l_misma_eyaku_
_mKmo. h1_ _m_ru_ia_ g__îc_ in_nio_t_i__ y ___. lwnca _bi6 tJs
__uei0_ _ l_on _ c__id_ _ _m_' o__e _ _i__.

HENRl POlNCAlRE (Nancr l 854 - París, l 9 l 1)

m__' o __ q_ _q__e w i__' _ ta ��rKa_  g__ a
su _i__ _ _ v�ri_  _m_os c_mo la Ex__ f__ la fxuela '
,_, _ y _ __ dg ___ p_ __t__ _ ,_ _ ^'____9
___m_m__
mat___. _6 el _m_îmiencD de la ___ _^_ic_,
,______ _a el n0mbre de _, __ de ___ _ __ _ _ _
de__md_ pi ___ d�Fere_al__  _ I0 _al _m_ __ 5_n_1are__ ^Y ?
nud_, __0s. p_? centro5 ___i_f_ c0m sus reIac_, _ ,
G__ , d$ i_ _odo. a1 _di0 de _ _u_io_ dif_cia1es, de
is_' de___- en___ydel_t_der___ n ' n
_F _i_ dif___. c_ a_e _l__ _ _o de _ __ i_ J
cel_ con __ de tiu_ en ro_i6n. ___ _e __ de una n_ prod_c_ :
ed_,q_____ ___
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;__ ___N__ AEEDll_)___FABAFBb_bF_xD?c_sr__________0a____BD_DDDA_aDccD Q_E0) vN c _AM___cNt__ /0M B __n_cLAvE__Eyy

0
r_blemaS eSUeltOS

Pro_lema 1 Luego en el tjángulo ABD
En un cuadnlátero ABCD, rn_C = m_C y
_ _ABC=_ADC
siguientes proposiciones.
de lo cual mq CAD = mq CAB =
.'. AC: bisect_z del _ BAD
t lll. _c es bisectnz det _BAD _ v

AJ wF B) vFF c) vvv
Pro_lema1
Dado un triángulo ABC, donde AB = BC en AB
ReSOlUCiÓn BC, se ubican _os puntos M y N,L respec_vamente.
Sea BC = CD = a y at t CaZ_ BD Demuestre que si _n_ MCA = rn_ NAC, entonces

_D
_ a , Resolución
?!m Gra F_cando el enunciado, tenemos
___

N
F_ura9_9
_el tnánguloBCD .
_n_ DBC = rn_ BDC = a __ __

m_ _C = m_ ADC (DatO) F_u_ _.3o
r POrlOtantO Sea
m_ABD = mqADd = 0 AM�m  y CN�n



nRp_roDAle_mg_ 3t _r _ ____t ___t____r_ ____ _ _ _em__g_ g _ _ _

lu m breras Editores _ eom etría

Como Por C trazamos CP // MA, de ahí que _ está en la
AB = BC = _ regjón jnte_or del
_ m_AC = m_CA = a + ß ' _ rn_cp > rnqBcA (___)
_ _N m_AN _- m_CM -- ß Del resultado de ángul_s correspondjentes
Luego del segundo teorema de triángulos
congruenEes (A.L.A.J, los triángulos AMC y CNA
soncongruentes
m_AC>m
_ ttM�CN
De (IV)y (III)
:. m=n
mqBMA>m_CA
_ .'. m_AC>m_CA

En un triángulo ABC, donde BC>_, demuestre proD_
que rn_BAC > rn__CA.
En la F_gura mostrada, de_uestre que sj a > ß,
entonces0<_
eSOIUCi0n
D
_
g 0
B
C
C
M
__t'
_ _-'-- _ c __ a o
-_----' A c
___' -
--_-' P
Resolución
F_u_9.3l _
_
. B lì ;_ M
l >AB_ mq >m_B A >. ,
_ _ _\_ _
Como BC > AB en BC eJ�iste  un punto M, tal _ ?. ,'
'>_J'
c_ngruentes en un tjángulo, obtenemos 0 p_
P
^_ ac

_ m_AC > m_AM (IIJ F_ur_ 9-3_
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__ ___N__ _ __ _ t t_ ___gng __b __c _

CAPíTUL_ IV Congruencia de _guras

Como a > _, entonces es posible ubicar un punto Si b > c _ tenemos que demostrar que a > ß
M en P_, tal que la mq MCP = m_ BAP = ß Para ello prolongamos AM hasta el punto N,
' PorPtra2amos Pl//AB talqueMN=MA=m, seanBM=MC=a y
_ m_ lP_ = m_8P=_ (_s _tem_ inte_) m_MC �  rngAMB = cu (qs o puestos por el
y m_ LPM = m_AM (qs correspondientes) vértice).
.'. _ + _ = ß Los tnángulos AM_ y NMC son congruentes
_ - _ AB�NC=c  y mqMAB--m<MNC�_
' POC P traZamOS PQ // CM
_ InqQPM=mqCMP(qs _temosintemosJ y En el _ANC, b > c
mqQP_=mqMC_ (qs co_espondientes) Por lo tanto a > D, con lo cual queda demostrado
.'. _ + _ = ß la conjetura.
_ e+_=_+_
Pro_l_m86
Luego en el _CDM por el teorema del ángulo En la f_gura mostrada, a >ß. Demuestre que
exterior de un tnángulo, cu > 0 que es lo mismo BP >PC_
0<_. +
... g<_ B C

p,oD_em,a ' P
Dado un tnángulo ABC, se ubica el punlo medio
M de BC. Demuestre que si AC > AB, entonces
a ß
m_AB>mqVAC. D_a ___Q
A D

Resolución _eeolució
N/,_
B ,í,' D _a
?_,,
a M/?" ,_
,_' ' P
M __' ,_c
C _/, _ ; m ;_
,m/ / / a , ' b,''_
a/// ,J _ _
/__ ,' a ,'_ g'_ _
A_b_C ADa y M __a
m
l1
__ur_9.3J
F_u_9.J_
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_ ___ _\ _\ // / // E B___xb_ x_l __A_ crl,lcs_l\___h _
F^
lumbreras Editores GeometFíe

Sea BP = a y PC = b En DC ubicamos el punto medio P
_ tenemos que demostrar que a > b _ DP -- PC = m
Ubicamos en AD el punto M tal que .'. _ADP _ _BCP (teorerna de triáng. congs)
AM�AB=m  _ el_AMP__ABP _ rn_PAD=m_P_C=_ y '_
_ PM�BP=a  y mqAMP=mgABP=0 AP=BP=G
Así también en AD ubicamos el punto N tal que Luego en _AP_: (AP -- P_) y del teorema de
DN=DC=n _ el _DNP =- _DCP lados congruentes en un triángulo
_ PN=PC=b y mqPND = m_CD = _ rn_P_A = mqPV1B = _
Luegoen _ABDC(Verproblema4) _ enA: a= _+cu y
Sia>D _ 0<_ en_: ß= _+cu
Enel_NPM: si 0<__b<n .'. a=ß _ _DA___C%A
Por lo tanto queda dernostrado que a > b
ProDlem_8
Pro_l_m8l
n Una feCta Se U lCan OS pUntOS y . l aCla
En un cuadriIátero ABCD, AD = BC y un mismo lado de la recta se ubican los puntos
mq BCD �  rn_C = 900. B y D, tal que AD = BC y mq DAC > m_CA, J
Demuestre que _DAB = _ C%A demuestre que DC > AB.

Resolución Resolución
D
A B a\ \_
_a _ _ __ \
_ '\\\ ,//_ __ ,,' ,r'
_ ''\ e,_ 0 ,?' b _
_ '\\ ,// _ ____ ,_a
\\ /,' ,R

0 m 'p// m 0c _ __x; _,_,'
A C
F_ura 4.J5 __gyra 9.36 '
sea Sl a > ß _ tenemOS QUe dernOS_a_ qUe b>a
__a y mgc_A __ _ Pa_a _llo construimos el triánguloÆC congruen_e
Tenemo, ue dg,nost,,, ue al t_án_UlO C_A_
a=ß _ _=c_=m y_c=BA=
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__ _En l_s _a_dos Ag /yv Bc/ / /d_0eB un t/n// /, r/a/Kg_/Ju|||_ttl 1 _D _ _

CAPíTUlo IV CongFuencia de figuras

Luego, en el _AD_: m__D = m__. De esto También de la nota al teorema de Ios pares de
apreciamos que rnqCD_ < mqAD_ y rectas Paralelas.
mgD_C > mqD_A. ' m_PM = m_AN = a
_ .'. Ia rnq DEC > mq CD_ Luego en el _CNP: CN = NP = a
_ en el _D_C: DC > EC. _ la mqNCP �  rn_PC
esdecir,b> a (verproblema3J Enel_CMP: CM=MP
.'. DC>AB .'. m=n
De lo cual queda demostrad_ que AN = CM
Proalem_9
.,/ngu_o ABc se _r__lem_10
ubican los puntOS N y M; respectivarnente. Demuestre que si en un triángulo, dos bisect_ces
Si AM = CN y mq MAB = rnq NC_, interjores son congruentes, entonces el trjángulo
demuestr_ que _ = CM es jsósceles (lados relativos a las bisectnces de
i_ual l0_gitud).
Resolución
Resolución

B
P
?,
,/a_;
// J'0!
/'/ n,' ;, \ -
N ,/' T, ;
JM ; N M
n m ;
; m m
a _ a_!
a !, a
D ! _a ß___Q
A C A C
F_u_ _.J7 __gur0 9.3g

_ la rjgufa 4.37, tenernos que demostr_ que Si Inq B_ = mg MAC -- a
m= n mqBCN_mgNCA= D,
_ara ello trazamos entOnCeS _ y CN SOn blSeCtrlCeS lnten OfeS
_p//_M y jjp//_N del t_ángulo relativos a los lados BC y AB,
así MP _ AN _ n y NP = AM = a respeCtlVamente.
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_ L_____ Np_A_ __D/ l / /c/ NAMcc/N(p _ l_ / tb_gl__3_l.lc_ 6) ___________q_,____2_______,_q_________________________t_____ r____0_____,ea_t__l%cvl________________h________s_______o____t____oa___t_n_eEv__
__ou____r__F_ee____ov__m?_tct____a_____0__a,__________________(__,_,___y_,___h_,__v,,____%__v_o__q____y____/__u________ec_____m_r________,___su______oa___,_tox_o_e<tq__v_vl__onmo0ea____r_tt_____h______a_te_tl__mg_____a____u_a_o___c_a__n__t0o_0_lc____,ol0_____/0alo__aa_e__,_r_m__u__y_m_____p_____,t0___oa_)______o__________________v_____________,_,_________________t___oo

Lum breras Ed itores _ eomettía
t
Si AM = CN _ BC = AB, _ ' _álogamente, si asuEnirnos que ß > a

Para demostrar que BC �  AB, bastará con _ _ _ ß

d_mostrar que a = ß. Si asurnimos que a t ß y Dem_straremos análogame, nte que también

demostramos que esto es absurdo, entonces es contradictorio_

_uedará dernostrado que a = ß. _ De esta rnanera, a solo puede ser i3ual a ß

Por lo tanto, BC = AB. _ a = ß

queda demostrado que BC = AB, es decir, el

triángulo es isóscelRs de base AC.
. B

P
/ /a__JJ
_' ,t
/ /// a_ ; -' _ __,_,,s_0_o,o,,,,,,,,o,,v,v,_,,,,,_
_ m' _ _ ___'''_ _'_5,,)^'''^'^'_'_^^,,^'_,'^_,,'^_,^_,,'^'_,^^_,,^'_,,_,_'^__,,^'_,^^^_,,^'_,^_o_,^0'^^_'a____'_'_~^''__' t_^%a__,_____,_,_,^___æ_,^_,,^'_,^^_,,^^'_,^^_,,^^'_,^^__,^^,^^_,^^'_,^^^_,^,,____,^,,',^,,_,____:_'^__,_____,_%,%a%_'_ 0__,,,,,_'___,m___,,__-_'_C,_ _a^__,__g,__,_'__^__^o_%,_,,_,_,%_o0_,_,_____,_,__,_0æ,_,^_æa,_,æ___,_æ,^'_^^a,^',^^_,,^'_,_^_,'___,_,,____^_,____ '^__^_',__^___o_%o,,,,
/ _ _ _v' vii9_______,_,,ææ0_^_^'_,^^__^'_,^^__^'_,^^__^'_,^^__^'_,^^__^'_,^^o_^'_,^0 , _ __8_,,_,___,_'_,0_æ_____,__,æ_æ__^_^'_,^^__^'_,^^___'_,_,_^,^_,^^a^'_%%'_,,,,%%_,_=_-'___^__0_o__,_,_,^__,_0_'_,^_æ,_,a___,_æ_,_,__^_,_a%_' ____^,'_^__0____0__%%_____,_^a_''_,_0'_,___:'c_,_æ0_^0_'_____^0^'_,^__'oæ,^_'_,_æ__^_^'_,^^_^'_,^^__^'_,^_^_^'_^^__'_,__æ__^____\___~_^'____o__,_^c^_^'__^'
m_ ,t _ __0_,____,',,,,,_8__,_0__ _i ___'__, ___,^_ _^'_, ,^^_,^'_,^^_, ,^'_,^^_0 ,^'_^^_ ,^,^^_ o^', a^^_,^'_^_, ,,,'D__,,v_,v_i,__%_i_,0,,___;;c,,,_,__ ,,___.__,_,æ,_æ,^__^'_,,^^__,^'_,,^^__,^'_,,^__,^'_,,^^__,^'_,,^^__,^'_,,^__,_'_,,^_''_,^__,^_,,___,_,__'_,,_,___,_'g__%,_,0__.___,_,.S____._g____%_,__,,__,æ,æ_,__,_,^0æ_^'_,,^^_,^'_,,^^__,_æ,___,æ,^__^',,,^^_,,_,__,,,_,_,æ__'_,_,,,,,,_'_,,,__,,,,,,,o',,____ _.i___,_,,0__o_%^o,_o_88_aæ_'_,0,0,,æ'_,^__,^_,^^__,'_,,__,_,æ,^_,^'_,^^__,^'_,,^^__,^'_,,^^__,^'_,,^^__,^'_,,^^__,^',,,^^__^'_,,^^_,^'_,,%_,'_,,___,__,_,_,_,,,,,__,,___i_M____ __'_a_,_0,,_'_,_,æ,,_, ,',o o

N '/ 'M _ _,_,,____'____^'_^^' Sj dos bisectrices jnteriores de un _____^''_,,,,oo
a ^^_^'_^^' t_ángulo son un jguales en longjtud, el ___
a ' J __ -__
' _ ,_ triángulo es isósceles. __
m m _! _' __.
' -_. Este teorema se conoce como el teoreIna ,__
a P _ _ ' __^'-,_ ?'
_a ß__Q_ _,_' de Steiner-Lehmus ya que en l840, ____
_ ,__,
___^^'_,,^'_,,, C.L.LemUS_ eSCnblO _ J. StelneC pldlendOle __
F_ura __J9 _, una demostración pufamente geométrjc_ de .._'_
_,_,_ _ _ / /_ _

_ea a i _ _ a f _ _;_'. después, _emostró. __''____'''__o' _
__ En _g76 _eo s,u,é enlonces ed;_o, de la '__
e lOS tnan_U OS AN y Vef prO ema _' ' _g
_,5_ _ _ _.,
AN<CM _ a< b (I) __',' - __m
_ _ _______'_, publica un excelente a_cuI_ sobre este _~
- ior _' traza_nos NP //AM y por M trazamos _____^''_, _'_q_'
___^__, teOfema. '__
MP//_' entonc_s __^'__^^'__, L . m th . 2 d t _
8'^^', 'mO'ne '" " ''" 'mU'S F" aU' U^" _
= AM = m __,, con_icjón necesana y su__cjente pa Fa que _,,
MP = AN �  a _ un triáneulo sea jsósceles es que tenga dos ;_'
_? _
y m_ NiM �  m_ NAM = a __,_ SimedianaS de igUal lOngitUd, tambIén Si __,__,,
. _ la me_jana y la bisectnz intenor relativas æ_
Ue_O en el _ CNP: Sl -- =m _____ __
' _''_^'_ a un mismo vértice ti_nen igual longitud, el _
_ lam_NCP_m_NPC __, . _v:
, triángulo es isósceles. ;-_
comoa>ß _ _>0 (verproblema3) ____'___,' . , . . t _ b. . . . _g
_a^'^ _ Ue OCUr Fe Sl Se SUStl Uye a ISeCtn2 lntenOr _,,.
entonCeSenel_CMP_ a >b (ll) n, po,laexEen'or7. ;;�,_a,,,___
L_ CUal eS COntfad'lCtOflO COn la eX_reSlO'n (I) __ ^^'__^^'_,,
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__n_ )
__/n_,__,_,_/_tn,______,_v,,_,__,,____,,m,v?,r_s,,_r,__c___,___,_,_,__?___/__t_,v__t,_,,___?_v_,,_,,_,_c???_,_,_r__,_9??,,_,,_?,___,_v9v___t____,,,__,__r_,,,_?_c__0,_e,.__,,%,__,__t_m_____m__,_________,_v;,____nn_t7_,_?___s,,,q??v____t_,___,,_,y,_c__v___c,____?_o_c_n,4_,n,,__?__?,___n_____9t___t___,___?_u____;__c9_?_____/___t___c__?y,_?,,_,____9m_/,___/___,__,__,m,_%_/___,,____,___,q___,,_%_t_,,,_____m__,_,___?__v,__,e,,_%__,_,_,,_t_m___,tn_,_,,,_,,_,,_?__%,____,,_,___,_,,___a_,s_,_,,_,n,tn_q_________,,,__,_q__,_q?_v_n__q_____,_,____q__,____,_,_m___s___?,____?_,s,_,__?________%?__,_,%_?__?__c_,,___,_,,__?__?_v9n__,_,__,,,c,_?,c,__,_,__,,,___t,?_ s_____ _0,___,,__t___,,,_,_,?__ ___?_ t

ro b_ em a s Q ec rea ti_os '

l. Descubr_ la llave que abre la cerradura.

I __,__m__,,,,q%___%_
, _n,_''u__ _ _ 5

^_ 3 _~ ,_
2 ,_ . _n,__w___,,_
_' __
6 _:__,,_,J

A) ly5 B) 2 C) 3
D) 4 E) 6

2. Encuentre la silueta de la siguiente imagen. J

___t%_,_'c__,,nv ', ;___ ,,,, ,_:M,,:_',,,n_,,_n,__, (a) _^ (b} _^

;__ ,,, _v,, ,, __,__,,_,_,_,,,_,__' , "_%,_ , ,,___ \___, ,,_,,,,_ , _' _,,_,_,_,,,
__,?d_n_q,_ ,_n _,"__ ___ ,_'_^__?s, ___ n _%, %, _ vn^__v __ ,c' ,,_ /_, _ __,_,'_,m?_ '' :- ,_ ?, ;^ _ _, _ ___ , , ''' _ , _9 ,,'_ ,, ____ _
_,,____, ___,___mg___m___e,?,___,,,c_ ~^_''',,_v '_,,;, ,, __, '_>____ _. , ,__ _____?___v,^__/_ _,_, __
"__' _'_ _,"'' __, n,_ ?,n_____y______,,__?_ _' ,_-_,_,_,_x,"_ "_'?_M__,_,_,,s,n,, _'_me',__9,____s'__'_^__'',?
? - _,_~, _____'__ _ _____ut, ,_;,_'_;''_q_? _ __ ' _____? __, __,___ _ __n__'_ '_q__0_____,__t ?_ _j"_,',''''_^n__'____c_ (C) _ (d J
_, _,__,___n __ ,_^'__m','_'_'__v,_?_,5____ {U,,,,__, _, __,_, __ ,_''_n_______,_t,',__%__,_ __ _^
_ '^ ^__^_? _,_ __,____',,,_ ,__,'_'>~' ' _;,,_._, _%_',,____,___,_m,nm,,__'_; _,__n_ '___,,m_,__e__,
_,_ ___ _ _c, _ _ , ', _ , _,, , m_ , _ _' 'y ;_ ,._,_ 7,_ _, _? __ _%_m _ 'h _ _n _ _,,,_, __, ^, __,,, _ _ _ ___ _' _, :_ _;_ ,_ n" _,__
4___ ;,__,'__v___^^_-__2'_ :,,_,__;\ '__',;' ',^_?_,__c,_?,, _,__"_,_,?,__
,_____n'__,;_t_,,,,',,,_,_,_,______'____,_,,__,__,,',___''U',,,, s y, ___,,t,,, '"'', ,,'',_'''" 0, 0_

' ,_,;__,',,:___, _',,,__,___,,,__"'___,'_: _______ (e) _ (fJ _ 0
_,,, ,, ', '_'U__'"'_'',___,_'_ __ ___s t___ , ,_:____' 0

"''' __v__'"''____',_'v'," ,,,__ _,_ _,, __c ' . 0_ e_
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t _2_ cEmn) B_laM_cf__D_8N_ p___ _ _____t______ t _60_ o _

0
fOblem__ fO 0 UeStO_. ,

l. En un tn�ngulo  ABC, se ubican los puntos I. _d_A _ _BDC
M y N en AB y _C, respectivamente_ tal que __. __ ___ __cD._
m_ MCA = ma NAC y _ = BC. Indique _ _ _ _ B D c _
qué secumple.
N.mqD_AmmKCDE
A)BM>BN
B)B_<BN
A)VWV BJVTVV C)VM,
D)cM>Ay D)__ E)_
EJAN>CM
,gufa most Feda_ AB __ Ac_ y BD __ _c. _. Si en un tj_gulo _C, _ = 5; AC = 7 y
Se�ale  lo que se cumple m_C > m_AC > m_CA. CaIcule BC,
' A sabiendo que es un número entero.

n)3 _ B)4 c)6
D)8 E) Il
D _
F
_. Dado un tnángulo A8C, en AC y BC se
. ubican los puntos M y N, respectivamente,
d ' C
al QUe A8 = _C_ m_M = m_CMN;
A) _ -- BD m_%N �  mq MN_ y m_AC = 500. Calcule
B)_=_C ' m_c_.
c)8F=F_
D)BF=FC
E) B_ = cD _ Bc _-- - A) 500 B) 4_ C!_
D)25o E) 7So
3. Dadas l_ siguientes proposiciones, dé el
valor de verdad. Cuando Dd = __ y
_ m__ _ 6. En un _ángulo _C, AB = AC y
C m_C = In_AC. Se ubican Ios puntos-N
y M_ en BC y AB, respectivamente, taI que
m_N_=m_MCA. Si AM=3 y CN=5,
' c_culeAC.

. ., _ A)6 B)5 C)7
B D '' A D)8 EJlo



_cA_al))53____2J)y8 cc))5_ 12_ E __D_x<9oo Bg ________0_0_ _ D

Lumbreras Editores _ C_metrí

T_ _ la n_gura most_d_, los t_ángulos ABC y l l. M un tj�n  gulo i4BC, en B C s e u b _' c a e l
C_D son congruentes, donde AC=CD. Si punto M , tal que m q M vB _ m _ M A c y
_C _- 5 Y _F = 2, calc_le AF. BM = _C. Se conclu ye así que
D
B
BJ A_ puede ser ma yor que Ac.
- C) _ puede ser menor que AC.
F _ D)
E)_ABM__A_c

A
n la n_Ufa mOStfada, Se cUm __e
n)2 BJ5 c)4
D)7 .EJ 3

8. En un cuadrilátero ABCD, AB = CD _ 5;
_c/_AD._ Bc __ 2 m q ABc__2 (m q ADc ). X0 M
calculeAD _ a'' e g '
' , C
A4 B5 c7 a_
a
D) _o Ei12 A '

9. En un __an/ gulo _c, si A) x < 90^
m_A8c m__Ac B)x=900
=_=mqAC_ c _ 6 o o
y AB _ 5. Calcule AC. DJ 9_ < x < l 200
B t E)O^<X< l800
D) 1o E) 15
l3. En un cuadnláteroABCD, donde
lO. En la r_gura mos_ada, A8 _ BD y los mqABC = m q AD C _ 9 OO, s e an
tnángulos ABC y BD_ son congruentes. m_AC_ = 2(m_C_) yAB _ 2. C al c u l e AD
m_BCA dado que es un va_o, entero.
CUle
rnqDAC '
g A )4 B) 2 C) 3
D)6 / E) 5

' l4. En un tnángulo ABC, en AC se ubican l o s
. puntos consecutivos M, Q y N, t a l q u e
A _ c _ '' NC_ Si _ eS PUntO mediO de MN Y
_ ' '
D ''' _ m -m - ,C CUe am '

n) _ B) 1,5 c)o,5
D)o,33 E)2
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___N_ Dslos_tn _ _ _ ___ lo_ _ __ A____ oN_ _

CAPíTULO IV CongFuencia de figuFas

l_. Dado un tjá_ulo ABC, en AC se ubica el A) AM=2(Cm B) CN=2(_ C)AM=CN
punto M, tal que CM = AB. Si mqBAC = 40^ y D) Ac=BM E) Ac=BN
m_MC = 7oO, calcule mq BCA.
l9. En la Flg_ura mostrada, AM = NC y
A) 30^ B) 400 C) 35^ mq A_M__ m, c_N H,lle e_ va_or de ve,d,d
D) 7oo E) 2oo d
e laS Sl_UlenteS prOpOSlClOneS:

l6. Dado un triánguloABC, en la región interior B
se ubica un punto P desde el cual se traza . _
PH pemendicular a AC. Si AH = HC y '_
mq P_A �  mq P_C, asumimos que _
n)AB=Bc_ B)AB=Ac c)Bc_Ac
D)BC>AB E)AB=BC=AC A M . N c

17. Dada, _,, sigu;entes p,opo,iciones, ind;que l. _ABM=-_C_N
s; ,on vefdader,, o fa_,,,. II. _ABN _ _ C_M
___ ngu_os rect,_ ngulos son congruentes l II. BM=_N y AB = BC
_ t_Nenen dos _ados ,es_ect__vamente _IV.AB=_XyBC�BM
congruentes. '
II. si en un cuadrilátero ABcD, Bc__cD y A) WFF B) VVVV C) VFN
m_BAc-_mqDAc, entonces los triángulos D) FFFV EJ _F
ABC y ADC son congruentes.
_lI si un cuadnláte,o A8cD Ac_BD y 20.
' ' - Q
mq ABD=mq ACD=90^, concluimos que , __ . .
AB=CD
- \
n)vv BJFvv c)vvv - _ _
D)wF _ E)FEv ;_ P ' __2
; aa M _
rl,' __fj
l8. En la n_gura mostrada, AN �  BM y CM = BN. ,' '_
si los triángulosA8Ny BcMson congruentes, ' B
se�ale  la proposición correcta.
De la Flgura mostrada, se�ale  Ia' proposición
correcta.
,N
A)SirJ>r2 _PQ>MN
BJPQ�MN  _ rJ >r2
- C)SiemprePQ�MN
, D)No siemprePQ--MN
g- M A E)AQ=_yAM=_
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_,,,_,,,_,,__,,,,,',,,___,,_ ,__, ,_ , s ;g_,; _y__ ____ __ _i __o '^_^,,a_,,_^^ ,,^'o__ Ç_ '____._,_ _;_:m@.. __? '__ _'a^_o, _oo,_''Y _,__' ___,; m- _ _, ,,, __, '_. __,,a^_%__ __,,__,___a _,
___,_^_'^'_,^'_,,^^_,_,^^'_,^_,,^'_,^^_,,^'_aa^_^_,__,^'___^,^' ,_;_'____!_,_,_, _v_,in_,m___;__a,;_-_^c-'-_:___'_____',,,_'_,,^_,,^'_,,,_,''oo___d_,,o,___/;__,__m__ a_____m_ __,_;e_M_,_ __,,_____,
f _ m^_n___,^_^^^^^^^^^'^___ /'''-''''ni'Y'i_''Y' ''' '~' /_'__' m'i_'_^^,^^^^^^^^^^'^^^'^^'^^^^^^^^__ __ _%_m'''X'm''^_' ~_Y' _- ___

__:__' 5,_,_�_K___æ_,_,,,_,,_,,,_,,_,,__,_,_,^',,^'_,,,^^'_,,^'_,,_^'_,'_,___,_^__^______'_______'_t;,'___,_,__t___  _'_,,____ ^_,_^'__'_____'';;'___,____:m__,_nm,,_,_x____,__^ov^^^^æ,,,_/,____ ____;___;:_______'
-- _ ' _ __ ^ ^^'_, ^ ^'_, ^^',_ ^ ^', ^^'_, ^ ^'_, ^^'_, ^ ^'_, ^^'_,'_,__ __ '_ __ __ _' _ ___,q _t'' __ ,__ a, __,,, ,,,, _ ^__ _,, ,_ __ ^ ^'_,,,_,' ^^' ^_ ^ ^v h _ __' ; __ _- ,_,7 , y , M_n ___ _ _n _''_' m_ _____ _, ___rv__ _ _
:___, __,_'_,___^__^^_^_;__,_.:'-______.i_ ______ __'_',__'^',,'_,'_,,'__,_,^,,,'_,'_,,_%a_a'___^'__,__'_,__^^_,_,_,___%,,æ___,,_,__,___-___'. __,,!_?!;_'i?,,__i' ,__,_,_m_,___;__,_ _ _

08JmV0S _ '' _ _ ; , ^
_ _n_nir el _á�g_o  rect___ e0. .' ;', , . , _ - '
_ Utili2ar ad. e.c_adamente l_ pr_piedades, de l05 tn_gul0_ de a. cuerdo _' su_ con_cion_
;, ';_ _.�fêr,  en. cîar''_a' s p_n' cipa_ le, s Mneas notab_es asoc_das,�  un __nguta_ ,. ; _ , '
' _ C0n?0Wi l___ ___' ul0s c,on__ent_s seg_ _ lo5 c_tenos plante_d05. ' . '

INTRODUCCIÓN ' . ' .

Sabemos que los pueblos que habitan en las orillas de los '_. _c_'':_e''_,a;____om_''____,__0,oc__,,c,? '__'_''_:;_ ' ,',
V''\'' , __/;'_,;' _____''i0'__, _:%~'___''^''__,, _"'___0_'''_^ecs__''^0,_'^^____^__''_c____,______q,,;_,____',:'_:'';_'' ' _'_ , :';_''
,_,__'c__'__%!,_ ______,,___;,,,,;,:__,'_??__ ,,,_oD_ ,i5_%___O^_^^'^_''_''__,,o ' ,_, '__
lograrIo utilizan lozas de piedra entre las dos orillas. No obstante, si c,c,,?,'____S' __^'^',_t_,0 :,;_;'____'^___'^n'__,,'''o,,,''_,,,,s,_,' _,_, D'___'_,"gv ,?c_,,_,_o__'' _,, ,,_,___'__'','',_'___'_ _^___^_____c^_'o_^__,g,_v_,______,?,,,
el torrente de agua ,esulta c,udeloso y b,,tante ancho en,onces _,,,,_o,,_,___,0,__,,,',,,___'o____'^''__' _;_,'__,_'';2''___,?'8';'_'^_'0'__,__ e_,~__5_',__;;'_e ,_'o,n_, ''''0^_'^_,__'_^'L,?, ,,,,_:",'___''_''o,i'__,^''___,__,,,_,',^,V^,__;_'______,_ ,L_,______^^':_00'_
' ___S',_'i'_'' __'^__ ;'__v^;,_' _P_- ___,_ ' : __,_s,_q_,___;''_'_o'_cc _'_'_o___'',_,0__'__o _"00 __'__'~,"_ ___y, _'___, _,_'_'____________:_'V ' o
OZaS e ple faS ernp ea aS anteflOrrnente nO SOn SUnClenteS _;,s0c,_'_,c,,, ,_J_,____e_,___,0 ,__'_,,_c?___'_n________ï__r:__,,_,_,,_,________0_,___,,,,,,, __ _ .,;_, '''
y optan por usar un larguero de madera. Debido a que el larguero ;_.'';_,__.,C___,,,;_ _,,o,_,_;,_g',_,,__,'^m_ ._8 ,__,__,__:___5____ _i'_; @,?o?c_,__c,_?______o_,_;____' __;.___,__,.. , ' ''_.:
_ende a ceder hacia su mitad, se aumenta su resistencia, con el ;,v_,___,_'__,______ _o,___v__'o0g0,_,_,__,_;'_o,'___,,___L,_,, '''______,_v,0,m,,,_,:m;,_"'' ,,'_ _,,,_,.;..:______._'_
apuntalamiento de los extremos, es decir, tratando de forrnar 0____,____;,_,_,,,,,,,,c0d __ -'_0__'_,___^',0_,_'_,__e,_,_____'__''__,__Do'o_,,'__,,_^ i___0____'_'_''_' '' ,,",_;_c
'- __á
_ ,_ Así corno _ ello'
, Dodemos citaf las múltiDles m___' ___?;_v7,,,,__a�___;__,_,,a_,__^'_,^''',^^'_',^^,,___a__''','_''_a'_  '_,-''-'':'''_' _';^P;,__;_,00?_,0_0__'_n_______,;__ _^____,;,___ _'_______oo,,_!___e^_o,,a,o,,oa _ ,
'_____,'_ _ -v_',_'^_. i _'_ , ^ _ ' _0,,c_,_0,_o_,,,_,_,,V,_,a'_c _,___,,'^,_ _ _P__,___ ____,,__,,,o._,___v,_,__,.__,,_\,_ ' '0_'' i L . _\_'_-^,_,__,___,,,^''__,^_o_,__,,'_,_,'a___^'D_^_,,,^^'_,^_,^^_,^',_,,^',_,__,o____,_____,%_,_;_,___';,,,,,.,_,_...,,_,_;__',0o__,,,___,_,'__^a__,_;,D ,"___C, 0_,___,,,a,,_,,^_,,^^'_,_^^'_,,^^'_,_oo,,,,_,,_%__,__a,,v_,. ___,,__,_'' ____,_,,,_S_,_,,_,,0n,o,_oa%,,_,0,V____n__,,,,,,,_,_,^'0,,o^'_o_,'_,0_,,,oc,,,__^___,____,,__^'_,,,^_,,,__,,_,^'_,__,,_,
'''_'_-_ '_"'^'''_n", _ _,'0c__0___0_'_'o_'v_'o___O _ _:_''0 __0_ K_ utilidades que el hombre ______o'_00_o_,_'___'_'_^^v''^''_0''CS''__,:a'9'c_'s^'_^_^V_0o''_'''s^_-_'_'____'''_,^^'__^_,^_^^',_,^^_c,^^''_^''__,'''__''___'_^_'__^'''_00____''c_,,'_,',__,'0_'_,'___,_,_____^'___'^^______''__o___'_'___'__',__^''''_^^^_'''____'_^''^''^^o^^''^a_^^'__^_:__,,___^'_^''c_'c'^e''''''0^''^0'^''0,__^i'___,_,o:^'^^^,^'^^'^''^^^'^^''^'^'_''''^' _ _
__ ' ___-_;_ __ ' ' ' _ _ n _ ' ,.__? ^ ' i' _' '_ _ '_- _ ' i. ' ; ' ' _ _ Vm ^_'__ _ _^0 ^^o '^eO__,,a_0'___'_ ,_ _ ,D_,?,'__0__ _' ___' , __ _'_ __'_ _^V _'_' _?_ _'_ ___ _'_ __ ______ % __ ____ 'c^'i_'i'i_'o'_ _' _' , _~_' _ _^^ ^^' _:__^ ,_&__ _ 0^', ,^^_^'oo^''_ ,m__,,'',:
? Q_ __ ' ' '_ _ t ' __ _, _. _, _,ve _ __ ,. ? _, _ ' ' __' _ q _i _ _; _ _/ / ______s'________s_00oDD_,0 ___ _____ _ _ ?___ t?_'__o___r_,% , _' _ ^^'_ ^_ ____ 0 _^'_ _ _ _ _' , i _ ,'_ __ ,'_ , ,^ gi _0 . _ _ ^ 0 __,, ,, _o ,_, __ ,_,_ ___ _' ^' ^ _'^i^__ _ , ''_^c, __ ac , __ _'c ,% ,,
_ ,_'^P,,__,__'^'^^'_'____,'__.^_._, '_',?_,__,_,'_,'_.'______,_0 ___ , al .,__g,'_g__o'_,_,'___,'___,'_i'__,__'__'o,_,_^,,^'___0_'o___,__,,,oo,,___'_i_0,__'___'___^__'_,,,,,,ic,_ ___^ _, ,_____,'____ ,'_,__,_v_a_, __,,_ ,,__,_i___ ,_,,,__,cD_, ;,%_'^^'_'o_i
'_^'_'_^,_,'1_,,,,,,,,._,,'^^,5_,.v,,0'_^''_'_,;,,';'':'t"''''''''':.__'_'___ _,__, _____'__.'^'_',_,,, _. jm ortancia de 'conocef sus _,_,0',,_,,__''''____'_,,'_^'^'__^''''_',,_;_^'_S'_'_,_,,_____00,,,___'_'_,__,_,_',_o_^'_,'_____,___j____.___,,_,,,v__' '^_. __0t^';,,___,_'^_ _",, '_^'^ _,,,_
__^^_^^_^^__^_____ __m_%',^',''_,^_,'_,,v,,v_ ^_'___,i,_0_, ' __'__: ___^'_,^^^, '' N '__6_&_^^''D_'_,_,,__o_._s_''!c___'^ '___,'__o_,__o,_i'___^_T____o^___^_^_^'_i_____ ___?0'_,c__'__,_,,_,,_,_,_,___ V
;,,_" ;?'_',, _'^'^'''a,__,_,_,o',_,,,_D,_,,_,,__,!___, ^__ , , _, _s,,____6 _,c__,______,,'_,__,_.'_ pfOple a eS_ _s_^''______,'_,___,_,,_o,,'__^'_'_'__,__'___^^',e^___''__,,B__,>_,__0__-s=,,,__'';_c0,_,0,,__,,c,c'___ecc__,_,,'o,_cc_,;, ,; ,_____,_______n-_;_,__,___c___^_,,%'_,,0,^a__,oo''_'_'__^
__'_,n_,?_'_'___0'_'',_,__,,,, ^_^__v_c;_,_ _ '_gg_ ,s_v_'_'_'_.^^__' '^' ' 'i^'''''_'__S'''^_""0 _^''_^'_'^'_^%^__ "'__'_^o'_'_~_o_9'^^^%'____o^^^^__^^_^^''^__'^'_^'''^'_'________^_e^o
_,, __x;''' -"q__,,,_,_o__'__,,,_''___,,, __c_a_^ _, ,___,i_''S_'_____' - Un conocimiento más
'' ' ' _''_:i_; __', _ _ ' _~__''_'_oe ? ," _ '. _ No se tiene resgistros desde qué tiempo,
profundo y ordenado del J_-/ _ _n _l _ - _l
os _arques y /ardines una disposición _ nS _CIO_
triongu Jor es us,da Ddrd da, o,mo,;a y t___UlO lO tUVlefOn lOS h Ombfe, YO qUe SU pfetenCio Se a_iefte
, es_�tico,  como el de los 'jrdines in Igses. e j cjos to ern learon en la en t_t I05 CUItUlOS Y en t_OS IOS _e.__.
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;_'_'',_,_._
,, _,_ TQl_N_UL_S - P_QTE l :'_____,;:_i,__''
;m_.__x . ____,!__

D___Nl ClÓN ;..., .,_ ., ._;.''^'_'' ', , , _ . :',__''____ ' o , ,, .''.__'' _''' ' ._;.:_;''''''',_.' __' _ ;;;,_,__,:;,,,j__''_____'__'_ '...,_;,_;,_;_n'_; '''

Es aquella F_gura geornétjca forrnada al unir tres puntos 'no coIineales mediante segmentos de
línea coplanares, los cuales se intersecan, solo en los puntos mencionados.
_o_,'^__^___^^_,^__ _^^_^__^_^__,^_^_0^0^^^^^ a________^^_o__8_____D__,__0 _i,___ ______ _.':X _ _ _00 _,__ _0__^,_0___i_,%__'^,______:^ m' g_ _'S__^_ _^^__^^^__^,_0__o^^_^,__
_____,_'_^^___,^__,,,____,'_,o,__,,'_,V^___,'_,_^__,4a,__,,om____,:___0j,'__.,.,,.. _g__,,_'__0;,; ;__ s;,,,',,_,,_,_____^,0,_,__,,,,_^,,,0__,,'_,,^__,,^'_,,,^^0_,,^'o,,^^__,,^0,,,___,'_vg_,^^',^^_'__,_,_,_,,,__;;_;__. ? _ ___^__'_^,_,_o__0_,_,_,,_,,,_,,_J.
' B - B B ;;___D_'_'^; _;''';__, ;__,;;_:__:___a^'^a':___P__^o___''__;__:;___0__'!'__''__?__';__:,_ , ___'____;'_'^_a__^'__^^'''':^^'^'''_,^_^'''^^'''''^^^oo'_,,^^''',,''^',,,,__,,_,,_'^_''__,,^'_,,__'__,_,^^__,,,,''__,_,,^'0_,,^^_^'',o''',^^_'''^'_'__, __ve^æ'v,___,__,_____;,,__,___,_,____00__;o_,_,,,___,,;____,_____-__,__'_____,_::_,'%',D^'.
' _O___,''_,,_',^'_^^''_^_5._?^'_,_^'__,,__:^_^^',%'c:__% ;_ _'___^_^_____%_'^0_ ____,_:,_'__',;o_'_''^ ', __,Y'___, ___^',^L/^'"-' '________'__,,;_,,__ '__,,,_,__,_'____''%^'_,___,,a___','__''''^',_^^^_'__ _;',_
_ _______,___e_s_ _,, _0_o,,,,,_;,,,,,_,n^__;,__',',,__,^'c_,,_,__,,___,__,,_,_,,'_,___ ___:_'_V_'___,',,ov? ____, __v__n___o,,_c;o0_,,_,,,,,,',____,,,__,,,,,,; _e__'^^_'_^_o_,^^__,^^_'_,,_^,____o,______^'_^^___,^_,_,__ _ 0 _%^_ '
v__ _ _' _ ; o _,, , ,s_'_ _, ,,,_ _, _; ___ ,,, __, ,,, _, ^ __ ^'_ ' _ _''_'_ o '^__,'_,._'_ ^'_^_s ^^'_ __ _ ^S_s_ ^_, ^'D_ _^'_, ^^'_ , ^^_,^'_ _ ^^'__,______ _o gv , __ _ ?_ ,_? ,0_ __' _,; _ ,,, ,, _ _, , , :', ,',, _, _ ,'_ ,v_ _, ,_ _, ,__ , ^'_ ,^__, ,_,_, ,__ , __ _' '' _, '_ ____ ^^_ ^_^ _ ^ ' 'v _, ___ ;, _. ;_ '. _ i
_ _n_; __ ___c_ ^_ ^ __ __, _D, _,, , ___% _o^ __ ^^,, ^,_ ,_ , ,, ,__ _ _ __ _;____ __d_____ _'__'_o _ :, , ,_,,, ____ __,__, , _,_ _'_'_',_.a__ _'^ g _, _,_' _'___ 3:___ ___, ,^_, , ^_^,,, ,^^,, ,_, ,__, ^_ ,; ,,_ , ; , ___ p '_ '_^_ ; ,_ goco, ,a, ,; , ;_ _ _ _
_,,__-_^-_; .-.______,'_'__,',,'_,,____'_,,9__c,,'_,,_,_,,,__,,___, '_ng_,o_e__'___^i_,^__0_'.4____' __;_ s,i.___i__y_'___ ___ e,0_'_,_0__:,,,___0,_,,__,^,,O^__,,^__,,0_______^___,a_, _'____ _
_ ____':__,,_,_,',,,_,a__,_^'_'__^^0o_^'__,^^'__,^'__,^^'___,_^'_,_^_'__,,^_,,^'_,__^'_0___v,,_,___,_'',_,'___,_'__,_,'_'^a_^__,^'0,0,_,___,_'0^00_,,__,_0_,_0_;_0,, __ ___0_____o,____'____,,,_i___,c___c_'__,___'__,__,,_,_;_,'_,'0__,,_c_^'_0__,^^'___^'_,^^'_,^_',,^^',^'_^^_%^_v_'_m__,�____  ___ ' i
_ A c A C A C ________,^_^^,^__D__''___D'^'D''____^'_^_',^o___,___,_^'__^_'_0_^^''_^,__'_'__','__''-__:______'__~^^^'_^^^''^'_^^^'_^^'^^^'0,^^_^^^_,^^',^^^',^''_^^^'_^''_^^^0,___,'__^,^__'__'__,_'.___''__' ___;
0 (aJ (bJ (cJ qidermis: un primer ptano
_ de los surcos epite Ii0Ies nos .
' __ 5_l muestr0 .trión_u Ios mixtilíneos.

; la Fgura 5. l (a): representa un tnángulo rectnineo, ya que para unir los puntos se h Van e_npleado
segmentos de recta. .
' La Flgura 5. I (b): muestra un triángulo curvilíneo porque se utitizan segmentos de línea curva' para
unir lospuntos: _
la f_gura 5. I (c): expone un tjángulo rnixtilíneo debido a que para unir los puntos necesitan tanto
segmentos de línea recta como los de línea cunFa.D _

_ ____ac_ __ _'__''c'_"___s"__'o_'_'___o'____ _c _ _ __ '''_a___0_0__o_'__n_''_0_'____________'_'_'_____ ose'_'v'_'o0___o'__'c'c_____'_'o_'_'o_'_'_v_' ____0_ '___'_'_____'__0_ccn'__'0o'_'_0'o_0_'__v___o_ _ ___0______"_0__e___c'_0_'_c'__'c_0'0_00_'c'_o__'__ __ __c__0__00'___0__'0aa0_0___ec'__0_o_____c_cv___o_____________c______________o_____D___ ____o___' ___0_____ ___a00_______c0______o____o_______ ____D________c___a8D________ _;_:_

, :,, En la neura 5.2, Ios puntos A, B y C son colineales, pero aJ unir A, B y C mediante l_ líneas mostradas, _;_^'_',_
____'n'_, también se Forman triángulos, los cuales son excepciones de la de F_nición pl0_ teada. :^_

_ __eocnv,o,A B c A _g c A g c'_''^

. __ ___5_ ;__,,,,_

_ Después de haber establecido la_ def_nición general del tjángulo, en adelante nuestro estudio
estará dedicado exclusivamente al tná�gulo  rectilíneo (comúnmente denominado tJiángulo), en el
_ cual se planteará su deF_nición y los di Ferentes teoremas.
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7R__N_u_0 REmí__ E0 ,. _ _

DEF___c___ Por razones prácticas al tjángulo rectilíneo
se le denomina sirnplemente tr1ángulo. Por
Es aquella F_gura geométrica que resulta de c o n s _. u ,. e n t e c u a n d o m e_ n c _. o n e m o s t, _. a/
U
la reunión de tres segmentos de recta unidos n o s e s t a ,D m o s r e F_, _. e n d o a _ t, ,. a/ n u l o F e c t ,. _ ,/
por sus extrernos a quienes se les denornina D a d o q u e e n t od o t _, a/
vértices.
re5 pareS angUlareS, en la Fl_Ufa 5.4, S
B muestran los del triángulo ABC, _BAC, _BC y
_CA, cLyas medidas son _ ß y 0, respec6vamente. -

B
O -
P
A _ '
F_ura5.J

E_EMENrOS DE UN rRl_NGU_O oa g 0 _
A C
Vértices: A,ByC F,
lados :A8,BCyAC
Cuando se+ mencionen pares angulares en
No_ción: _ABC e_ tn_a/ngu_o nos estaremos ref___
Se lee _á�gulo  de vértices A, B y C.

_____,m,__,,,,,_,,_^,_^c,_,_5,___m,,_,,;,__m_0_c__m ,___~_ _,_,;__,v,__,a__,_,,^,_% __, ____n,________,__,,_,_c,__,"_,?,, _'c__",_^_,_,ç____,_ ?'_,___ ,,;,____,_,,__n___\_,_,?
__ ""W^JJ____,__vv _,s,,_,__?______, m_'_- _-_ _____,__,n,_ __,n____,_,c,_____,_;,', ' ,_______"m_M,_MM_oc _' __%_'_^,__,' ___ ,_ Re9 iO_ inteflOF Y e_eriOF de Un tfian9_lO
, _', ,_,_,?______,___v _m__,___,,,,__,__'' __"''_ ___,,_?'i_?,____', ,';,___' '__%______?,,,'_?,___?cm___,,'
_,,,_ _ '_'__-'_m_____""____"_"_v_"""""_"""_
q__ c o n r e s e c t o a _ a n o t a c _. o, n c a b e Todotjángulodividealplanoqueloconliene
__
mencionar que no existe un orden especíFjco _,0_ en tfeS COnJUnt05 de ßUntOS: a reglOn lnterlOr_ a
de co_mo coloc_ I_ le__ ma_sculas. Fbr Io región exte_or y el _ángulo propiamente dicho. '
t0to, también se puede denotar así v
, ' Región
' _BCA _ Re_Ón _tenor
, ' intenor

' B
_
v _,__'=_ _ 4 '
__ ' ,'' ' -, @ A C Tn_/
_l_ " , . d ,,,__,,

s_ _.__ __u_5.S
_ _ _'__ 'm _ '
�  = _ v ' _ A la reunión de un t_ángulo y la regjón
' EI triánguto es, quir�s,  uno de Ias primeras _guros q4e lntenOC Se le denOmlna feglÓn tnangUlar_
eI hombre estudió (papiro de _ind- I650 a.n.e.). la f_gura 5.6 mues_a la Fegión _angularABC.
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_ __p_aosrl_grrtnamp_a_b_r_R_a_nx___lg_g_6_fu_____lar_d Flelpl, trl_ r g_va __ ____ __ _ _\ _ _ q ____v__w_g____n9_/____m_ lmh___x_n__/__?____,;_v___nl___r____F,, \m____\_\ cn\__99n___|n,o_gtu__lo,__N ._,;__ ___,___me_4

CAPíTU L0 V Triángu los

B En el _ABC, AB y BC Forman el par angular
ABc (_c).
_My BNForman el ángu_o MBN (qMBN o
a o _c).
A C _ el _C determina el qMBN (_C).
Fjguru5.6
.'. aABC: ángulo intejor del _ABC.
Notación: _ABC, región triangularABC. __,, , , _ ,
. _,,,,, ' _',,'_''''__'____t_,,"^,__''_.__,',__,'_,,'__,,s__',';,:,s,,'_~___r'_9_ _ ^__ ____^___,,^___'_"___'_',,_,_n?,?_?,____,_,%_,,_'"c__,"_,___,___,__,,____,__'_ ' ;,_'_,,_
. l e/ n e s l. m o, t a n t e m e n c _. o n a r u e , ' m _u _,"__,_c__v__;;_'__?,____s__,;__i,__,^_99______%__?_ _X_____ ___,,_____'___;'___;___?"",',',,'_,;__,'''__

en la fegjón exterjor se deben diferenciaF tres ,u_ '_ DOS l_dOS de Un tnán_UlO nO fOrman Un '
zonas c,racte,_st_cas las cuales se ind_c,n en _ ángulo, sino u_ par angular. Pero dos lados
_ u_lente n_ ure. _ determinan un ángulo al cual se le llama ___
ángu!o interior del triángulo. ___,

sh?\B_ R_6n
' _en_ _n _lo ener-__r de_ tr-la_
e_n __a__
__n_ aB-c
F__' Es el á�gu_o  que forrna un par lineal con uno
a AB de _os a,n u_os ._nten.ores del En.a,

AJ , \\C _
J R_i_n_en_ '_ A/_
,' _eta_aAC '_ /\ .
,J '- _ \
/
F_yf,_.7 ,/ _
/ \
\ N
Cuan_o nos solicitan ubicar un punto en la B,_ ---'_'\__\____' - - - - - ->
región externa, nos deben especincar relativo a ,_'
qué lado se está considerando. M ,_
, _'
n94__ Interl Ol del tflan9_lO
_ur05.
Es cualquiera de los ángulos, determinado
.a/n u_o ' _C: es uno de los ángulos interiores del
_ABC.
M _ aNBM: forma un par Iineal con el _C.

Entonces _NBM es un ángulo exterior
A del_A6C.

' __>__m__5__9_L_______^__'_ _,,__,,t_^_,c__;_"_m^n,U:_, ,;'_;'"__'__,'__',__'',__^c',:,',__ ___';___'__'___m_5___'9_______/________'__M__'___, n_n,______'_',__,':;,_5'_,__"^'~;';_'';__'',_'',_' _;,_,;',,: ,',;_,,_' ;,,;_,;',,:_'_'_?_;", :
_ ",_,',__, _'m_ " _ _v_, '"''_:_"_'_'""''''"'__'_'':%'__a''__'~'__ __"_""_^m"''__;'______ '_'_w_~,__m"_ _?"''' ,_'"__?_____"" '' "' '_" ____^_ '?_
B c N __ _ _nun_n_a/ngulosepuedent,_2ar3a/ngulos 'g
_ in(eriore5 y 6 ángulos exte_ores. ;_
_ur05.
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iERIME_RO DE UNA REalÓN PUNA En una regjón _n'angular _end_
Se denomina pe�ímetro  de una región g
pIana, a Ia línea cerrada (rectílínea, curvilínea o
rnixtilínea) que la limita. Para calcuIw la longitud
del pejrnetro de una región plana debemos c , _ _ _, _
calcular la longitud de esta línea cerrada.
_ra la región triangular ABC que se exhibe
a continuación, el pe_metro vend�ía  a ser el
t,iánguloABc A C
' _b
la longitud del pe�í_netro  de la región
triangular se calcula al sumar las longjtudes de F_~_ 5'l_ _
sus Iados.
a O qUe 0, y C SOn laS On gltUdeS de lOS
B lados del tná__gulo A8C, consjdefern_s

2p_c�a+b+  c

___n ____ De manera COnVenClonal
n ___c _ lOngltUd del SeInlpe�metfO  de la regiÓn
A C __Ul__C_
F_ura5.lO
D_c'
_ 0, _AB+B_+AC
rEOREMAS FUNDAMENr__ES E_ E_
2 .Lalon_,t,dde_ en_metrodela,el_o_n rRlA_N_U_O ^
__C'
triangular ABC. Teorema
M todo _á�gulo  la suma de Ias medid_ de los
Es preciso indicar que para el vé_ce A; su p_es angu_a Fes que forman sus _ados es 18oo.
lado puesto es BC, convencionalmente a la
longitud de dicho lado se le asigna el valor de 0, D_mOS_0CiÓn
esto es sjmjlar para cada vé_jce. Consider_os el tnángulo ABC.
Por eI vértice B _a2amos una recta paralela a AC.
B
B
_0 Y
a

0a 00
A c A C
F_gura S.Jl F _yra 5.J3
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CAPíTU LO V Tri_ngu tos

Se nota en B - _ Segundo método '
_ cu+ß+y=I800 (IJ
a
OI _aralelaS (án_U_Os alternos _ _a e2
'- ----- -__
(Il)en (l)

_'_ __ß+0=l8_
e _
_- - -_/- - - - 0 _ _
Teorema . e3
La suma de las medidas de los ángulos exteriores (bJ
del triángulo, trazados uno en cada vértice es F_y_ 5.J9
3600.
_r el vé_ce B _azamos una recta par_ela a
D,mo,,,,_o/n AC_
_enotaen6:
Considerando el tnángulo ABC.
_ a+ß+e2--
_ _merrnétodo
dientes
a=e1 (II)
ß=e3 (IlIJ
a2
II)y III en I
eJ + e2+ e3= 360^
'' e_te2+e3_360^
eJ
0_ 0_ TeOrema
A e3
da e Un an_UlO eXtenOf de Un tnan gUl_
' (aJ es i_ual a la suma de las rnedidas de sus ángulos
interiores remotos. Es decir
Del teorema antenor B
' 0
a_ ß+ _= I800 (I) ß
enA,R,Cseobsenra
a+ e) = l800 (lI)
a X M
ß+ e2= I800 (IIIJ _ A0 c_ '
0+ e3= l80^ (IV) (aJ
(II)+ (III)+ (IVJ '
a+ +g+, +, +, _54oo (v) X__a+ _
I 2 3-
(IJ en (V) qMcN: ángulo exten'or del _Bc.
_ ._. e +e +e __ 36oo _AC,_BC'_ ángUlOS intenOreS remOtOS d_l
_CN,
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Lu mbre_as Ed itores G eometría

' Dem ostr_ ció n Te o re ma
Considerando el triángulo ABC. ' En tod_ triángulo la longitud _e un lado es
' rr;mer método menor que la suma de las longjtudes de los _,!
otros dos lados, pero mayor que la diferencia
B dl _- .
D e aS OngltUdeS e eStaS_ eSte (eOrema Se _
_ denomina desigualdad tjangular o existencia.

N
a X
A0 c0
(bJ

Sea la medida del par angular BCA igual a 6. _ b _
SenotaenC -
0+x=l800 (I) s
l _>_>C
del pnrner teorema Fundamental del lnÓgulo
a+ ß + A =l800 (II) _ b_c<_ <b + c
(_)_ (r_)
0 ? x - a t ß - 0 = O^ Demosrr_ción
Para esta demostración utilizaremos el teorerna
_. x=a+
e lOSpOll_OnaleS.

_ segundo_nétodo, _
B
g O ' P_
d R

A n '
a X
A_ _ (bJ '
(cJ
F_u_05.l5 .
_ Entonces
Por el vé_tice B trazarnos _na recta paralela
a_C.
Por para_elas (ángulos alternos)
C y
\
Por paral_las (ángulos alternos)
x= 0i _ (II) __ _c
(I)en (II)
(cJ
__ X=a + _ F_y,05.Jg
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_nJ T_eor_er_na___de_la_c_c_ofresponde_ancl _ _____+ccb2Jr+ c__ _ etalos

. cApíTu Lo v Triángul0s

Para los puntos A y C: b < a + c (IJ Sea
Para los puntos B y C: __ < b + c (IIJ m_PAC = _, Se ObSerVa
De(l) a=0+_ y 0--__ß
b_c<a (__l) _ a=_+2_
De(I_)y(llI) __ _>_
b-c < a < b tc , _T_rem_\
M todo._á�gulo,  la suma de las distancias de un
Teorema punto que pe_enece a la ,egión inten'o, haci
_ lado de _nayor longitud de dos lados dR_ un vé__cesded_cho_'ángu_oesmenorque___ongit_d
tjángulo se opone el par angular de mayor del pe_metr_ y mayo, q,e _a m_tad de est
medida de _os dos que se oponen a dichos lados
yviceversa.
_ /
n 0
a _
m

_a ß_ _ b_
A C
(aJ (_J
Si BC>AB(0>cJ,
a
<m+n_<_+b+C 5
_ a>
Usualmente a este teorema se le denomina
.a en un tr_.a/n g,lo p < m + n + _ < 2p

Dem os__ c_'ón Dem ostra cjón
B
B
C
n a
C g P
g _____-' _ m p
a _'
' _

' (bJ (bJ
F_ur_5.lr F,.

Como BC > AB, consjderamos en BC el punto po, teo,ema de _os _ol__
P. tat que _P=BA, Por el teorema del triángulo A yB.
-wósceles (Cap. IV) en e1 triángulo ABP, tenemos A y c.
m_AP=m_PA=0 ByC: n + _ _ b _ c
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t u____;N __s 2 _q1 __< m + n + e1 < _+ b + c_;_ __D/ol \\ _\ g c

lu m breras Ed itores Geomet ría

Sumando estas inecuaciones y simpli F_cando Demos__ción
m + n + P < a + b + c (I) _ Primermétodo
Por teorema
_C: b <m + P
_P_: c<m _n _
_BPC: a <n + _
Sumando y simpli F_cando de manera sirnilar.
a+b+_ p ___
<m+n+_ /(__) _"a+
X
De (I)y (II) Da _
A C
(bJ
_+b+C
2 s -
e _,olon_a AP haSta Q.
En_ABQ
___________ _ _ __ _ m_ec �  a + g
_ En_PQC
i m>n>_, entonces se debe tener en 2?
cuenta ue __ ''t Xt'a+_+0

_ + b + c > 2 (m - ß) _, _ Segundo método
___,____ _
D
D
rEORE_At _Dl _l ON__ES
Es preciso indicar que para Ia solución de
algún deterrninado ejercicio nónecesariarnente P
se utilizarán los teoremas de un capítulo a al _ \0
/n,_carnen,e po, esta ,azo/n se p_an,ean en el AD , ' x \'\ 0_
capítulo de triángulos, los siguientes teorernas ,,' _\
adicionales. T Q
(c)
l.
D F_yra5.l9
D
PorP se tra2a
Pr//AB y PQ//BC
Por ángulos alternos internos
' ^x
Da 0_ ioc_
- (aJ m_TPQ = _ _ rnqABC = ß
Por ángulos consecutivos, en P
' x_a+8+0 ._. x�a+_+8
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_ __En___lB(_pJ__ g + _a_\__q \\_\m__\\\ \\_\\\\ (__) A____N _Dm + nno(__0Ja + _ ay?a t

cApíTu Lo v - Triángu I_s

2. TrazamosAC
am _BC:m=a+ c_ (IJ
_DC:n=b+d (Il)
aa SUrnandO (l) y (Il)
a+_=m+n
n
_ Reempla2ando en (III)
a
Demoslr_ción
3.
Bam '
_ 0

Aaa oc
\_ a
T _\ '\\\ D y
\ \ _ \0 ì
P
_b)
a+D=0+y
_ minermétodo
_olongaInos BC y AT hasta que se Demos_,,,_o_
intersequenenP.
seamgrpc= g BD aC
En_TiC: D _ 0 +n (l) ß 0
m
(I) y (II): ß+ 0+a�m  +n + 0 T
__ a+D'_m+n a
D
_ Segundométodo D
B (bJ
am
F_u_. 5.1l

En_ABT:
A 0 a
0 ------- - C m=a
En_CTD:
on
(cJ De (I)Y (lIJ
F u,05_o __ a+ D'' 0 +Y
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r

Lumbreras Editore_ Ceometría

CLASIFlC_ClÓN DE L_S _RIANGULOS Triángulo obtusángulo. Es aquel tjángulo
. / _ .F d acue,do a _as en el cual Ia medida de uno de los pares
OS tnangUlUS Se C aSl lCan e -
. _ f angulares es mayor que 90^
medldaS de lOS _areS angU areS O,madOS en
dicho triángulo y las longitudes de sus lados. B
0
5eg_n las medidas 0e los pares angulares

T_Ógulo acutángulo. Es aquel triángulo en
el cual las rnedidas de los pares angulares son
- menoresùegoov _ a_
A
B F_uraS_9
D
_ Si ß > 90^ entonces el triángulo ABC es
obtusá�gulo,  aderná�  a y 0 son menores que 900.

___________ _-_ ___________,
0a 0_ / x_n
__ Naturaleza de un tnán_lo. Según ',-
F(gura 5.__ __ _as _on __tudes de los _ados de un tn,a/n u_o '
_~ podemos determinar el tipo de triángulo en ;
l a, y 0 SOn menOCeS qUe , entOnCeS e _ \,
base a las siguientes caracte�ísticas:  U
nangUlO ABC eS aCUtan_UlO.
_
,_ , _ Es _., _ \ _ _
_T_8n_U O reCt___ O. aqUe trlangUlO en e _x_
cual uno de los p_res angulares mide 90^. ;' __
_ a _x_
A i c __
D
a \ /N 5
b _, _;^
_ 0a ?
_____ A C_q
_ _b_ __
;
n ß_ / _
B c __ F_Yfa5.
a _ :y,

F_u_5._3 Sj _>b y a>c y ___
2 < 2 + c2

Si m_ßC _ 900 entonces el t_ángul_ ABC __, y el t_ángulo es acutángulo.
__,s__ 02 b2+c2_a goo :
eS Un trlan_UlO reCtan_UlO reCtO en B. _ -- --
AB y BC; catetos __ y el el triángUIO eS reCtángUlO. _,
- s_ 2 >2 + c2
:hipotenu_a _ I a _a>
En la flguf_ 5.23, se cumple las sjguientes __ y el el triángUlO eS ObtUSÓ_UIO,
_one,. A la reunión de los _ángulos acu__lo_
__ obtusá�gulos  se les conoce como triángulos _
_ a_ß_900 b =a, +c2 __ ob__.cu,
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___ _g___dt_____ ______________o_________0_____0_n__ __________mtv_ _ ___ _______t _________m___ _t__e__ _n__________________o____mm________ _______________________n_v_________n___ ___________mtv_______,,__,__________0_________t____ _ _ __ ___/__________?_____ ____s _ o___,_/____,__________,___,_ m_ r_/__ ________________ _e____r__n__0___o________________s________________?______ooo____o__

CAPíTU L0 V Tr iángu los

teg_n la_ longit4de_ de s_s _adot T_ángulo equilátero. Es a4uel tjángulo cuyos
Ttiángulo escaleno. Es aquel triángulo cuyos lados son de ta misma longjtud.
lados son de di Ferente longitud. por lo tanto tamb_én sus ángu_os _nt
B son de igual medida.

a B
C
- 600 '
A c _ _
' _b__ '
, ' ' F_ur_5_6 . _
:',. 6oo 6oo
Si a___, axc _J b__, entoncesellriángu_o A _ _ _C
A_C es un tri�ngulo  esca_eno.
Figur_5._9
T_á�gulo  ieósceles. Es aquel tri_ngulo que solo
presenta dos l_dos de jgual l_ngitud. En todo Si AB = BC = AC, entOnCeS el trián_UlO ABC
tnáng-_l_ isósceles el lado desigu_ o djslinto es un l_ángulo equilátero, además cada uno de
?ecibe el n_mhre de_ _ase, mientras que a los lados los pares angulares mide 600.
. de jgual longitud _e les denomina lados laterales. '
: B _?''^'__^' __________ _,,_,_,__^^^^ ^^ '___' " '___'^^^^^ _X^__^^^^^^^^_^^^^^^^^^ _m___

___^',__^''_ B __8''_,_,'
e ;,_, _ a _____^'_
__'_,_,'_ 6_O ' _____'o_^o
^_ ; - /C ___ -
____ a / / / __'_,.
A c ____ \ //// ___,,_'
F_ura5_1 ;_, ,// ,_~a^a_^^
__^' A _.,
_ Si A_ = BC, el ljángulo ABC es un trjángulo _'_' __
iso/ sce_es de b_se Ac. _'__, Fi_Ur0 5.JO ______

_,_- __ ,__,. ___,,,_,,__'_c_?_,______,?___ _væ_______^_,'_^'^___,,___._,_'____________,____,^,__,,__ ,,__,_æ%_____o___?___'J_.:e,___''-,__,'__'_'__,,___,_____,,,,'__,,_'__,'_,^'__,_,_,,,__'_,,_,_'_,^'__,''_,,^'__,''_,,^'__,'_^',_o_,_a__,^__o__M_i;?'5_;;_'__q_'_'___'_,____,_____,____,,__,0,_,æ,_,. '___^^'_,^^''_,, Si AB = BC y mqABC = 600, �l  trazar AC el _, ___'
__ ' '_ _ _,__ ____ ____%_,__,__________ __'^ ^__'_,^_^^__^',,^^_'_aa_'___^_,m_ ______'___0_ __M_______,,,____,,,,,,,_____, _c_m_m_ ,__-'____y_^_^'^'_^'^'_a_,__'_a,^_'^^^',_^^^'_,^^'_,a^^'^^',^a_^^0_'_:';_,''__~____!C_____;__'''___,_~_,,___^^'___^^'^^',^^'^^'_^^'_,^^',_,^',^'_^^'__^^'_,_^^'_^^'_,^^'_^'__^,_',,_,__,, ^^'^^',^^', _4
___,_,_,___'_'0 i' ^ _, ,___^_^'_,'o,o__,'o,,,_,^_,__,'_,'__,,_n,__,___,__,__,___,_,'_,,__,,_,___,_,,__,,_,_,0___,,__,___,'_^_,,^_,_^_,^_^_o,o,_^'^^%^_^,^_a___''___',,n_,__,5__:_,-_0___8'____,,^'_,,^'__,^^_,^'_,,^^_,,^'__,^^'_^'oo,,,8_n_,,_,o_0_____,___,,__',,_,,,__,_%,,,_,'____,,_,'_,____�___,  _,:__-____ æ____;__o_,_o__,__,,,,a,_0____,___,_________;_'_s'__"^__'___;,_a__,__'__'_,_'^'_,_,_,_,_,,____^_,^^_,^'__,,^^',_,^',^^,,_,___,, __^~', tnánguIo AB_ es equilátero. - ;
'_?_,_ ___, _^ ^ ^ ^ _ _ K_,,___________,_,____________o_8D_TmWi______D____0,_08___o0000__0_0_0__0____' m___'____,_o_____'6_v___,______m___0______,____ 6__m_______,________,__,__,________,______,____,__,_8__,,_0_ _
,__"'i' En todo tnánguIo isósc_les, a los lados de ''_55_
__^'_^' igual longitud se le oponen ángulos internos :-:-_
__^_^'o. ___ DemOStr_CiOn
_; de l_ual medida y _ceversa. :____
_,, _ _ ^'__,,^0__,,,, De_an,gu,, B :,_,__ B__
__~^ sjAB=Bc __,_ 600
_ __ a C
_mq6_C=mqBCA ^_^^0__D
___ (ve, l, demost,,ción _,___Nq^ _ ///'/ '
__, en el c,pjtulo IV) _g, a //'
____ 0a Do_;_^'_,_,^__,, /
_^o0 A _x_^'_ A_
_ F_.u,05_g _; _
. C___ _,,,,o, o,,,,,,,,,c,_,,,,o,,, ,_,,,,,,,,,__,,,,v,,, ,,o,,,,,,,,,,,,,,_,,,,,,,,,_,,o,,_,_,,,_ ,,,,,___,,0,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,_, ,, ,,_0,o,p,,._,,_,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,o,_m_,_,,,,,,0_v ,_,,___,,_,m,,,,,,,__,,,,, ,,, _c:: F_Yf_ 5.Jl
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__xt BB_paray__elt_fl gD __q _ _g__ lado BcN___B _ __ M a que uennee0ua_nl

Lumb reras Ed ito_es _ eometría

' Como AB = R_, el _BC es isósceles Se da el nornbre de ceviana interior porque
_ In_BAC _ m_CA = a. un extremo de la ce_iana está en el lado
_ Suma de l_s medid_s de los á�gulos  intemos. opuesto, mientras que el nurnbre de la ce_a_a
a + a + 600 _ l__O _ a = 600 exterior, se otorga cuando ur_ extremo e_tá en _a
.'. _BC es equilátero prolongación del lado opuesto. En todo tnángulo
_ se pueden trazar in F_nitas cevianas.
_íNE_SNOTAB_ES
Reciben ese nombre a uel_os se mentos de Mediana
recta utilizados con frecuencia para enunci_r o Es aque_ segmento de rect
resolver determi_ados probleInas. vé,t;ce con e_ punto med_o de su ladu op_est
teviana B
Es aquel segmento de recta que une un e
vértice del t_ángulo con un punto cualquie_a de
su lado opuesto o la prolo�gación  de este.
_ _

A C
F_ur_S.J9
A c---- _
. En la F_gura, AM es mediana relativa al
F_ura5.3_
_ a, n u l o A B c En todo triángulo se pueden trazar tres
-D B-_ son ce_.anas rnedianas, una relativa para cada lado.
BD: cenana intenor realtiva a AC.
-_. ce_.ana exte,._or relat_.va a A-c Mediatri_
Es Ia recta pemendicular a un lado del__ _
_____ _ __ _,_a,ngulo, coplana, a_ __an_ gulo, que cont,N
_ Según la de F_nición BA y BC son también punto rnedio de dicho lado.
cenanas relativas a AC.
Adernás
Bi: cenana exteriof relatjva a CA. ____
_: cenana exte_oc Felatjva a _c. ,
_ P
Y _

_ M
_ A _ _ 0 _ __
ï-"----A c------Q--
' _ur_5.33 _
c F___5.35
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q_q___g p p m g , t y B__tetEnt_rl_a_|_flegtnuraer5____o3r_7 N_ sye__exsBp_Jorne al _Na_neulo A8c

CAPITU l0 V T r i á n g u l o e

si _m_ _c y _ _ Mc En la f l g U r a 5. 3 6 ( a), f e p r e s e n t a n u n t _ á n g u l o
_ _ .. medj,t;z de _c _C aCUt_/ _UlO en el CU4l Se ha tfa_dO la altUra
B_ q u e e s l a _ t u r a r e l a t i v a a A C.
adeInaS
_ _ En l a n g u r a 5. 3 6 _ J, e l _ _ u l o
MP: segmento mediat_z de AC o b _ u s an/ g u l o e n e l c u al s e h an t r _ d o l a s a l t u F a s

En todo triángulo se pueden traza, tfe, BYYA_'
med;atnces co l,n,,e,, una ,el,t;,a _a cad, E^ l' F'_U'a 5_36_(CJ, _l t_a_n_UlO _C eS
l,do. ,eCt__UlO dOnde BA_ CA Y _ SOn altUfaS_

A_t4,a B_l6ettfl__ _l ntefl_Of

Es a u e l s e, n e n t _ e e n d; C u l a, a l a, e c t a Es a q U ' l l a C e vl' an a l' n t e n' O r Q U e f O r m a C O n
ue cont;ene a un lado del t;án ulo t,a_do C^d" UnO de lO' ladOS adYaCenteS a ellat P__
de,de el vé_;ce o uesto a d;cho lado c, o __Ul^re' de ___ med ItdaN
extremo está en dicha recta. B
a_
Y g 0

A D C
A H0 c
(_J
B ' _
en el c u aJ s e h a t r a za d o B D l a c u aJ e s l a b i s e c _ z
inte n o r r e l a t i v a a A C.
_
^

0 Es a q U e l l a C e n a n a e x t e n o r q u e b i s e c a U n
-j-----A C an/ l_ U O e X t e n O r d e l t n _ g U l O.
rbJ 0 a
Y a
Y
O A C
''
q (c_ En l a n g u r a 5. 3 8 , s e m u e s _ a al _ á n g u l o AB _,
_y_ 5.36 en el c u al s e h a tr az a d o l a b i s e c _ z ex t e n o r B P.1 J7



____t0 _B__\ __ _ _ _ _ _ _ _ r 2_ __D2_tDN x __D__g2_p t

Lu mbreras Ed itores G eomet ría
- _ v _ , ,, , Demostr_ción
En el vértice opuesto a ta base de un tnángulo d
isóscetes, la bisectri2 del ángulo extenoc es ~ O g x O
paralela a Ia base de dicho tnánguto. Por lo
_ cual _P no seja ceviana y n. o cumple las
candiciones de bisectnz exterior.
D a
000 p D__ O_a
0 A _
_ _ ^ (bJ
F_uraS._O
8 g
A C _APc:a�ß+x  (I)
F_ura S_J9 _ABC: 2a _2D + 0 (II)
De la f_gura, como m__C -- rn_C_ (l) en (Il): 2(ß+x) �  2_ + 0
_ _P//AC
+2x= 2ß+0

rEOREM_t
l.
D x_ B
8

__ _ O_a a D
a _ '
~J

__ _
' _-2 X__ +_
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_______ __A_Da2x __ _____2_t__t_t_t_____l______________/____________p_ l_ _ _ _ ___Q_ BD__ ___ 2 _ __ _

cApíTu lo v Triángu los

Demostr_rión DeI teorem_ l
''! _ Prj,neimétodo ___
!__ _
i B -
D EnC: 2D+_0= l_OU
_
_ , . _ m_CQ=ß+0=9UO

En _PCQ(por _ exteF__o)
P
O
X __
__ X=900+-
_a __c ' . _/ '

(bJ 3. _
D
0
AABCP: x=a+cu+ß (l)

En_APC: _-

x + a + D = l800 (II) D_a . _D
a D
Sumando (I)'y (II)

' 2x+a+ D= l80^+a+u}+_

' X
= l80^'_ , O

_ (0J
, .'. x=90^+-

'8
X=900.&_

, _ Segundométodo

6 _ Demos_rión
t
, _ _ _mermétodo
, BD __;Q
_ _?__ t
_ _,"'._, 2;'
, _ , ;. ^;__;._,;_,;,_;____:_c__,____i' ,.',' _?y_,,_, ., ; ,. .;_ 8
P __,__;__.',_:;'',,;_,_'_'',_;__;,,,,'_ _; ':_;_____,_'_''_'_P'__._,___;,____;_,;__ ,' ;_,_'.

a X ''_____':.__,n_',._,ß__._.0',_
_ A __a __ '____ 0
C T 00a __D
_ a ß
_ (cJ

_ F_y_5.4l
X
0
_ Tfa_os la bisectn2 del qBcT que P .

, interseca a la prolongación de _ en Q. (bJ
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__4_AA_AB_c_c__00_pq____u________yey__l________________________________s_______________t_________e___________________0____n________ttt______0__l_t__tt_t__t_tn_t2_________________ __________________________y_______t___y__v______>_u_____y__________v___A4 l_J __pdDb_b cDb _____g(bJJ2x2 g g 0a (__)

Lu m b reras Ed ito res C_eo met -r ía

_APC 4. .'
x+a'+ _�  18oo (IJ O
- D X -, a,_
0+x=a+ß (ll) =
Sumando (IJy (II)
0+x+x+a+ß�  I800+ a+ß
2x= l800-0
0g aa
'' ,9o.o, 8
'' 'X''__ _'-2'
' (a
_ Segundometodo ''
_+b _
B ,'
D _,___'Q
0 ,.,,_,,:_,,,______;___, ___
,. ^;_; -_: ''' :__;;_.,_,? Demos_cjón
_.,,.,,,_,,;_.__._,__,_,_,/,,,_;__y,_,__:''-;;'_':_'.:_:_i'_;__,_.;,.,,,' _.._,__ia/_ _ _mer método
00_a_ _________________''__' __,__,oot_,_' i_,_,_,__,,,,m,;,, ,_O c
a _,_,__ ; .,_:';____'''i'_'!'?'''M\:,'._______'____,;___,,,,_, '_ _
_^_^_^___,)____,___'_,)_'_'_',__gg_____,___,_;___,___' ' ' __ _'_:__'____':_' ''' _
___'_,'______,^_:_'___m;__,_,;,.____:____;__,___'\.,__;,..,_;,,_ = _____ B 0x D

_ .
.P
(aJ
_y_5._1
08 aa
Ptolongmos PC_ y __ la b__ _' del _D .
_n_eF,ecanen4. A c
PorTeorema l:
0
m_QC=-
PiBAEC:b+0=x+a (I)
Como 2_+ 2a=I80^
' tul+a= 90O�m
_DA4p; (I)+ (II)
0
X+-=900 a+ +a+= +a+ '
2

- _.'_:_.___,. , ''_'"_'_''',___ ' ' ' ._'.______'_' _
_ _ ___ __: _ 0 ' _-: - __ - i ' = _' , ' 2 ' ' _ ' ' ' ',. ' '
D,:, __;:_'__,_'__':_,_,,'!_,,;.'_,__''_;;:,'_ 2; _.,'' ,''
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__l__bm_ _(cJ _l_ /_ ______?___Ba0g____odo p_

CAPíTU LO V Triángu los

_ Segundo método Si a > D
t
; a__
/_P X_
_, "
; bJ2
M; ,_ Demos_ción
B _ ' c
x !T a _ _mermétodo
_,0 _

_;'__ / n ___g
_ __;_;_ 0
Q ' x
_x
_g a_
_D __
A D
a
A _ D C
F_ura5.93
(bJ
Trazarnos la bisectriz del _QC que
.nterseca a D-M en T y a _a p,o_ongac._o/n _BHC: x + 0 + D = 900 (I)
deAM-enp. ___: a+ 0-X=900 (Il)
M _A8Q del Teorema 1: Igualando (l) y (ll)

_pQ___b x+_+ß=a+_-x
2
_QCDTeorema l:
a a-ß
rnqQTD_- =_ X=
2 _2
_PMT (por _ externo)

a b _ segundornét
X=-+-
2 2
B
a+b_
N X=
2

q 5. x
B _ _ goo+_a
aD p
8 0 h-__
_ X h'_
'_v ___y2
a __ ß
A H D c
a _
A O H 0 D _ (C J
, F_ur_5.99
"
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___;; A_a2_F2_uf005__9s p_c ;_ ___;__________ ____2c__ (bJ2_AM_J/cN _____;__;__;__2;__x_

Lumbreras Edit0res G eometr ía

Trazan__s ia bisectj2 del qBCA que __,'____ ____, ___,:_'_''" '__; '_';' "_'___ '_;__;_________;
_ __ _,,,_,_,_,___?___ ' '_ ____ __'__'^__,,"_'
interseca aBD enR g,, ____n'_m'^___ __mnv__ ______m '__ __
En _ABC' _____l rc_rema 2 ' T_bién se cumple
__
_n__C,!_-_-a.,OO+ a _ra 0>b 5
- _
A
_HC__: ' O_g ,

a _ _ M
_ _O+- =_K+_ O+-
2 2 ,x Bab a_ x_
a ß
X=--- N X_
a
0a

a-ß a
__ X=_ (_J
2 :
__ Sia=b _,
__b 2
X= -- 4_
______e___ _M_____m _;, _
5
Si en vez de traz_ la altura BH se traza la _ _
mediatriz de_ lado Ac_ _ _ __

_ , ' 2 _8 _;5

0_, _ x
0' _ 5_

5_x

- - - - - -0 - - - - - -_^ __
_M
0
_
_ F_ur05.9_
_ _

; mediatn2 del _C _-b
3 X_
ya>ß m ;
Secumple

_ - D Las demostraciones de estos casos son _
x= _
similares a los v7stos antenormente.
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c __ m_u_ad_______de__m_ __7_ _____ __ _

_'_
_ FRANK mORLEY CVtfoodbridge l 860 - Baltimore l 9J7}
_

_, Nad6enl__a__e9 ,et9de__ b_de l86O._a___de _
c __i__''__di___' ' _0n__y_q__ _',',, ,,_
_ un__ _,__,_el_1ugym__' _ __ _,,__ '__'__
? dew_gnd_' _mdá�ól889.T__ando___  _ c ;x _ 'X
e_ __Nm__l_1,tVi___i_____que 4
_5u_sLn_l____wdyc____ _ __cm_en _ ___
m __'J
sM__ _id___X _ .En_.UU-_Ie___ 0roî_ _ ~
_ ___ _

En el _o l_9. se _ c_ _lian )met. q_ en músi_ y __ 0e
_ _i6n se _ que t_ie_m _ hijas,
Su _mer hito C_Xo_r D_li_on mortey (l890 - l9S_ fue n_lì_ et _und0 hiío
F_lixM.mor1er (l89_- t982). se convirti6 en redactor y fue pr_sidente de la unive_î_d de
Haverf__d ( l 990 _ l 945)_ mien_ que eI t___ hija, _gy F_co mo_ey ( l 899 - l 98S), _e dir__
de f_r, pero _bién r_hÓ __m6tico y c0l_ cm w _dre po_ m_ de vein_e á�os.
m_9 _ _1_d0 _of_ _ t_ ___. en _ u___ de Jo_s H__ _ l 90O.
m___ l7___ l937_EE.UU,

__A____mo_
_p _rtt_ priMi___e en _e__a, pero _bién en á_eb_ En Haverford _ía
�o_ndo  cm Hark__, ambas F_a a__ de t_ tra_dos ael te_o o Ia _eorío de la_ fuMimes,
que fue publi_do _ 1893. ^ln_0ducció�  a _ _eorn' de _ncim_ ana!í_i_ en _89a". Estos tenDs
(_n int_t_ _ que se publi_on en un m0men_ en que _0e l�bros  _ pr_ucidoe en
EE.UU_ _n _ ana de 9 933_ morl_y publi_ _ g_trí_ inver_j_ _ri_ en común con su hijo _g_
fraMo.
En_ s_ p_fes sobre fa __me_ __a En la cuNo qudrtic de Lu__ pubti_do en l9l9 y
que _ _ c0nocido como t_ma de morI_; Si los mgu_os de cuaEqu_er trián_lo _n _as
ent0nc_ el t__angulo formado _r la _uni6n d_ _ de _sec_r_ can cada par que __ a_ente
_ rismo lado, es _ui_t_o. c
_ _t6_ _f _ ,
problemas, donde la mayo__a tiene natunle_ g__riu.
mor9ey h__o una cm_ib_i6n imp_n_ a l_ matem_t__ de los EE.UU. al _car_e del
boledn de la sociedad maten@ica y deI di_rîo americano de l_ nxa_m_icat.
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___ _____,_,________________v_,_____,__________ tt _ __ _ ?__ adF_ _D_D___ a__ _ t __ _

1
_

L__i_' gW_demorleY

P

, N
. _A
a
_o_
_' _ aa_
" __ H _ _ '
C M _
, ,?_
_ ___D_o_
___
pp. e ___a0D_^ '
c ' a___ __ß C
, _____
B

,, , _

,"' K
,,', ,_ L _

_;_______,,,, _ _ _se_ fos _gulos del _ian' gulo ABC, l_ triángufos DE_, MNG. _ y _H _n equit_' __

_,;__,,_,__ fUE__: hnp://centros5._tic.m_.eXies.m_ques.de.santifl_a_ Espana. 2_ l
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__a _ _0 5 _ pro_|gm_0g_3 moen6oteor0_ _ _c_oEA_ yED

0
robIemas _esueltos

PrOQl_m8 1 ResoIución
O
ad_ Un tnan_UlO ABC, en AC y BC Se UbICan
los puntos N y M respectivamente, tal que
AB=BN=BM y m_NM�  50^.
Calculem_AN-m_CA.
a a-r
A)600 B) 500 C78oo
D) 7oo E)3oo
F_ura5._8
Resol_ción p;den (a + ,) m__ ;
B Del__
a+a+ r+a-r= 1goo
doo a
_'a=
M Se sabe '
O^0 - a_r> o
o a>r
0a ao_ g_ _ 600>r (I)
A , C sumando a cada miembro (_J.. 6oo
F,.gy,, 5._r 600+ 60^ > 60^ + r
l20^> 6_^+r
piden a _ g __ (600 + r) m_imO ent_fO = l l 9
En _ABN: AB = BJV _ rn_NA = maBAN = a
- En_NBM:dM=BN
.'. m_BM=80^
En _NBC: Por ángulo exterior
m_NA = 8oo + g De la n_ura, calcule x.
_ a=800+0 _
.'. a-ß=800 .
c__C ?a
_
- p 0
_0_l_m82 Ox
_ Se tiene un triángulo cuyas medidas de los
_ . p_es angulares se encuentra_ en progresjón 00 a 0
' _
aritmética. Calcule el máximo valor entero de la g
medida de un par angular.

, A) 600 B) 90^ C) l 20^ A) _ _ o B) goo c) _ _ 5o
DJ l l 90 EJ 780 DJ _ 2oo E) _ 3oo
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CAPíTU LO V _ Tr iángu los

Resoluc1ón ResoIuc1ón

OD

_ I
O o ,_'
Ox a ,_
b \\
0 a_ \\'_\
_ _ C
0 G _ Yg

F_uraS__9
F__5.50
Pidenx .
__Fcc;g+a=5a _ g_4a (_) _den
__A_C:900+a =0 (II) a+ D+0+_
ReemPla_ndO (I) Y (Il) _ _c.. a + _ + y __ 36oo (_)
900+a�4a
En __F: _ + 0 + x = 360O (ll)
_ a= y0�
En _ADc; sumando (l) y (Il)
x+0+0+3600 a+ ß+ cu+0 +y+x= 7200 (lII)
.'. _x=l200
_'_'_^ ^'vE''...D. ; x+y+7__3600 _ x+y=2900
Reemplazando' en (IIl)
P__l_m_ _ ... a + _ + _ + g �  43oo
En la f_gwa, c_cule a + ß + 0 + _. ___,. , ............ .0.

0D p__,g_,5

Dado un triángulo rectángulo ABC, recto en B, en
a - r__/n _ _- '
. 700 PUn OS Y ieSPeC _Vamen e- _ _ - '
m_AC=_n_PC; BD=DC=BC�_C,  calcule la
_
_ _ m_C_.

A) 93_ B) 6500 C) 6300 A) _ oo B) 1 So c) 2ao
D) 5 l OO E) 5800 D) 25o E) 2go
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Lumbreras Ed itores _ eom et ría

Resoluc1ón ResoIución
. D p x
_ _-? - - - - - -g - - - - - - - - - - - - -_
\ a
. \_0 a

Ba o _ _ \ 0
O ag ' 2'\
a '\
600 ' \\
00 0_ x_Q _\
A _ C A
a
a
___r_ 5.5J F_ur0 S.5_

Pidenx Pidenxm_,
En _ABC: x + 0 = 900 (I) Por teorema de los poligonales (Pßc_)
aABP_: 0+0'_900+_ (II) x<a +a +_
_ _PCD: 0 + ß = l200 (III)
X<3a
Sumando (Il) y (lll)
_ 7oo DelgráF_c_
Reempla2ando (Iv) en (I) m_CA < 600
._. x=200 m_AC>600
_ En _APC: Por correspondencia
C_A. .. V' E C como rnæCA < _n_AC
a<2 _ 3_<6 (II)
PrOal_m_ 6 Apl_cando ley de la transitividad, en (I) y (I_)
según la r_guca, el triángulo ABc es equilátero. x < 3a < 6
Si PC=2, calcule el máximo valor entero de PQ. .'. xm_- -- 5
P Q
D' g a .:''i__''''n'_'''_________''
g a _'''''''''' '^ _^^'^'''"'0''''0'_'_'''''i''''
a
Proal_m81
En un triángulo acutángulo ABC,
' _ mqBAC�2(m_C),  en la prolongacjón de AB
se ubica el punto P, Eal que AC=P__ l, _qué valor
. ... ' puede toInarP_

AJ 3 B) 4 c_ 2 AJ 2 B) 2,l C) l ,6
D)s E) 8 - D)2,3 E) 2,2
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CAPíTULO V Triángulos .
ResoIución _roDl gm_ 8
p En la f_gura, M_ = MP_ FN = NQ; A_ = _D y
FD�FC.Calculex.
l B

o
l a x

a i, ^ Q
L \ \\_ A ' ,
2a \\\\ a D
02a \ \\ ' '
A C _ A)2oo B)3oo c)4oo
D)6oo E) 35
F_u_5.5J
> Reso_ución
_den el valor que puede tomar PC.
Sea PC=x O
' Se tfaZa LC t_ qUe AC = LC =
_ _Bc_ isósceles (B_ = Lc _ 1) _ _o DF
Por dato 2a < 900 _ 0 > 900 0
.. porex_,tencia a , 0

_a __0_b b 0
_ l<X<3 (l) '
En _LPC: Debido a la naturale2a del tnángulo
2+22
Pidenx
x > _ ' (l_) AprQD.. x + a + g __ 12_ (l)
De(I)y(lI) 1 qBFD_;x+x=a+g _ a+g_2x
2_23 < x < 3 Reemplazando en (l)
Luego de _as claves x + 2x = l 20
._. x puede ser 2,3 .'. x = 4O



__dA2__l _/t _e( ATc_n__qL__BcR_n_2__g__rn\_gre___n_MgNcQ_____B_5_____________________________m_____5________________________G______6_______________m_______________________________________________________________q_______N______c________________e__ __ayg (__R)c

Lu mb reras Ed itores C eometrí___

ProDl_m8 9 , Pra_l_m8 10
_ la __ Ag _ g y 2a _ _= _8oo. calcule el DadO Un tIián_UlO _C, en AC Se ubiCan lG=
m__mo valor entefo de p_. Puntos P, _ y M (P_ AQ, M_ 4C) , en _ lo_
__ puntosSyl (l _ _BS) y en tasprolongacione_.
A a m ' _ 0 de _ y Qd _ _i_ N y R _s_c__ente,_
n _B s_N Ap-_As Bc-_ Qc mg eMN-_mqlBR _,
rn_PC + m__C = 200_, calcule la medida del
. ángulo entre LM y BQ.
n ^a m '
p D ._. _ A) l20^ KJ l__G^ CJ400
D)500 E) 35o
n)9 B) 7 c)8 Re,o_u,,.o,
D) lo ' E) 6
__ '
Resolución
O ''\
_ b '-\n O
_ D _ 'i' _,,__,__';,_'__='M
n _B _J ___;____0_';::C_,'
0 ' /. _'________'_.__''.''''''
b / w- ,'
K p , /.-'_ .n:.. _.,_.........,..._..........
n ^a m a _,':._.'''.__'~____.__':_.:_._.'':_.:'_Y._.:__.:__,::':,_;:_.,..,:__...:.:_..:......._.;.:._,;..,....,.._..
p D .,.:''_''_._...:_:___:____!'';::,'..''__,','':'_::::''_::''_'':''_:''''_''_:'''':''_:''''_:''_::''!''''_:'''':'''_::''_.__,_''_:.:.,'_____.,..,_,.. 0
_ x _ U ___' _._. ___..M_;...__;_.;;._..:;..,,..;._.._,.:;;;_:..,_..!._;t_;__'i'_',,''_'''_'_''_'':_c,_,!.___.n______..;_:_____' a
i_0_, 00L __
F_u_5.55
20
enx_; entero
nioQK -
a=n+_+m (_) F _F
Yla
deldato
Pideny
a-ß= I800 ll) _
datOx+y--2O__
(__J- (_)
a-_=l800-n-D-m AP=As _ m_s-_m_sp-_
_ a+n+m--l80^,
con esto se concl_ye que A, O y B son _p ,a+x-__8oo - ( _ _)
colineales. En B, g + y __ _ 8oo
_AB=a+b--9
En_POQ: Pbrexistencia _ a+0+x+y=360^
x<a+b. (l)en (lll)
x<9 a+0= l600
_N Xm__ entefO = 8 En el _QMG y _LBC
;,_.;. ._;.,. ._.;;_ _;;_;; .__;, ..__. o.__._. . __''' ;,.;,_._,:;;, .,._;. ., ._.;__;;_ p ;;_t:_.__. .__;_ _, ._,... _. n,.,.,. .'m_5_;_ ..; . _ = Y + 0 -- 1 + mqGlB
_m:^____"'_''''___'S_'_"'__:~_~M^_''____''_M_''d_'__^ _ rn_ ClB = 0

1_0__0



__ADJ)_99DoMooo__+D__ _ 8_ t oB___ g__ E_)) 9__oo___2g En_DA)_84___Dn0__y_mD a 3x6oo gDD00_E_J_yyc5_5o (__)

cApíTu Lo v Tri_ngu los

En _PQF y _SFl __lim_ t_
m__Q=m_Fl_200
. or _ _ten.or De la fl_ura, m + n + ß + y = 6000. Calcule x + y.
y=2QO+2_ ,.
_N_Y_400 oa X0
_ _'''__: _,---'---_----_-_:___'' 80a

proD_gmg__ yO
Según la f_gura, AC = BC. Calcule x.
n

A _ y A) 500 B) 60^ C) 70^

8 80 '
x _ C R_OlUCiOn_

BJgoo g c)goo 0
2 2 B00a 0 0

R_luc_ón yO
B
Oy
_D __
A_m 0D
Ao. Y / N_
a.0, L _,,__! ' F____.s8

8 +g g pidenx+
M _xoaY _c '
En _ACD: n + 20 + ß = 36_ (l)
F_y_5_51
: m+2a+y=
Piden x _ Sum_do (I) y (II)
Como m_MN -- m_N__ M_//N_ m + n + 8 + y + 2(0 + a) = 7200
Como m_CA = m_C__ BC//_ 6ooo + 2(g + a) _ 72oo
_flOCU_X=Y . g+a__6oo
_K: X+y+ 0= l8_ porpropjedadq
_= 1800_0 x+y__a+g
0 '
_. X_900--_ __ X+y=

__:____;:--_----:_---:_:::-__:-:--:----_-----.:__a,,,_,,_,;_;,_____'_'_'__ ____:_,::_ ,,, __' '_-_- -__---;-_-_-_-._;e::---;:-_--,_- __'':_, ', ,__''__0^0^__0_^_,,90_._,_;_;_:__;_:,._.:;;,. !_.. V____.;,._,_..___.'_o_o___9o,___,_0, , , ''m,, .,



R_esox__u_cl 1 0 y _ g _ x +______ 70oo+ a _ _ __

lumb reras Ed itores C eometrja

P_Dl_m8 13 ProQl_m8 1_

De la ngura, a + b = 2200. Calcule x. En _a ngura, g _ y -_ 6o. ca_cu_
a
, 0
_. y00y __
a _ aa
/ a
ax 700 _
?a _ x
0_.
L

Y Dp
a b

A) 4oa BJ 45o _ c) 35o A) 66^ B) 680 C) 700
D) 6oo E) 7oo D) 73^ _ EJ 800

.o,n Resolución
O
. By 0
y00
a nD
a 0_a .
ax _ o a
_a _ X
00
L

Y
a b D _ __
A c '
F_u_s.59 F_Y_S.60

Pidenx . PidenX
Dato a + b -_ 22oo DatO 0 -Y = 60
Propiedad_
En_B0l:Propiedad

_-_ ' x_7oo+ (a-_J (Ij-
2 PtopiedadPi
M _ABC: Propiedad 2a + y _ 0 + 2ß
a + b + 2y = 3600 2(a-D) -- 0-y
22_ + 2y __ 36oo 2 (a-D) = 60_ a- 8 = 30

Y=700 ' en(IJ
.N. x_350 X=700+30
' .'. x=730

______________________:___ _:__'_o_' __ ' :__' '_'_ '_ '''____ '__ ''_ !__'''''_ __ '_ '__ :'_'''__ '''_ ''''__ '''''_ '''___'_ ''''_ '_ '' 'm'''_ '''__'_ '__'! :'_ ''''_: __ 'm'___________________ _________'____'_:___________':_ __'______:__a__ _______'__._:____ '__________;____:_:____'_:,;__:,, _, _,__, _, :', ,,_: ''',,_''___ '_, :', ''''', ''_''' ''_''', '''' '_''_'' ''_'__,'''__'_'s_':_:'__'_'';'_:,:'________,',_:_,''_ _, , '_0___ _,___'_:,-_____,_______:___
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cApíTu lo v Triángu los

Pto_l_m8 t5 nAKLi: m_l = 3x+2(a + g) (II)

según la r,gura, AB _ Ap. calcule x. (I) en (II)
_ mqAPl=3x+2(2x)-- 7x
3x

B Reemplazando
3x+ 7x= l80o
.'. x=I80
a_
mm na0
n 0. .................. ......_,,.,....,,y,.n,
a d__ ' _ P g0 ''___!_.::__.._.___:____.'_____0______:___'_'''''_._,__''_.'''''__,^_,_ D_'a
' ' _0 _o; ' :_ '__: ___ _ ~ ___ __ 0d0, __ _ _ _, _, _, _,_,_6_' _ ' _' _ _ ', ' _ _' _ ' __ ' ' __, X,
A
P_o_l_m8160
, De _a F,gu,a, g < 3go. c,,,u,e e_ max/ _,
enterodex.
n) 25o B) 2oo c) 18o
D)16o E)22o . _ BoY

0/2__ _
Resolución _ _ -.
K ax
O
_ AO a_ 0 _
B ß
\
M .
A) l9o 8)2oo cJ36o
m 0_ _ 380 E 400
n
a P ,_ _
_ ^ _a_ Resolu,,.o/n
A L
X BoY
O _
. 4,056_ 8/2__L

_denx ax
Pbr propiedad Pi: rn_l = M
fpCO_ledad L o0 a_a__
a+
X_=
_ a+0=2x (I)



ED____ _x _ ao __ ___________________________________________________________ Dato____ l .__)t_. _t____o_lJ2xJ_l l_JJyllJl8o 4oo __ l

Lumbreras Editores , Geometría

_denx Resolución
_C:
P
a+ = _,t 1800
_ a+_=90^ ,/ '_ _
/ _OD
En_ABc; Propiedad 00a
a
8 goo 9oo 8 __ O 0
2+ -X-- -2 b b 0
_x=0
_ D
eldatO qo0. '
0<390
0 ',
x<390 0 t
3,o ' __ x v_,, _Q_
N_ m_.en_ero- 't

:_.__c_LAn_._..._:/_ 't. ,_

_, _I o
Pr__l_m817 K'
Frgu_5._J
n la fl_Ura, a + b = 400. C_CUle X - y.
Pidenx-y
_a _OD
_y _
b 4oo
a_ O 8 ~'' '_-
b 0 PropiedadPi
b
_ 2a+ 2b�20+  2_
a+b=0+_=400
Por propiedad de los á�gulos  formado por
a biseCt_ces se c_culan _as rnedidas de los a_
_ _ __ , n_UOS
_ ' _ y__' Qa en iyK, 18oo-2y y 2x-I8oo respectivamente.
_ oX y _
Porpropiedad_
I800-2y + _- I800 = 400 + 400
.': x-y=400

_)3oo B)35o c)4oo
D) 45a E) 5oo _':____.'__.._!..?.!..,..,,., =, ._...,.,.,_..:.,.._.:.:._.:.:._,._..:_...,.:,._.;.:_,:_;,'_:_,__;..........!.'':'.._!!.,...._::'_,:,

194



_nM __/ _y __________________y_________________________________________________l________n______________________________________________________________________________________________ _ __t_t x)24__ 99oooo _ 8_oo_ _ tt ___________________________________________________________________________________________00 0___ ___ ________________________________

CAPíTU LO V Tri_ngu los

P__ltm_ 18 De las regiones triangulares

En _a ngu,,, a + _ + g + v __ 54oo. cal,ule x. Y + 0 + n '' 3600 (IlJ
a+ß+m_3600 (Ill)

oa/2 sum_do (_J y (__J
0 -
a +g+a+ + +n__72oo

5QOO+m+n -_ J200
x D
O _ m+n=

g O y se concluye que MVJ/lC

Por locual
_
_ __ ' a+2_=l800
a
r -+_=
2
p.,A) 750 B) 760 CJ 800
DJ85o E)9oo
l .__:__'' _'_''__''.._:.:..:._..,;,......,, , .;_-_-_--__-_':____:.,.._._:..,.,.

Re8olución .__

P_o_l__8t9
, A0a/2
- - - - - - - - - -_ ; -o--,_=_:-__-__;_,_.._....:.. m Según la ngura, calcule x.
a ''_.__'_::.___.___.'''_._......',_
2 ''__;y,,,,_,,

Xo D __ '
d
gO ,240 0
__ a
. _..._;:'____'_._',._'__.'__,':'_'__,._;_ _
,8_,__, ______ _ ___ ; ''_;_ : ' _ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ''_ ' ' '' ' '''' ' ' ' ' ''' ' ' '__ ' ''' : ' ''' ' '' :'' : ' ' '''_' :' ''' _oq i _ 0 u_. _
__._^^'_^'__^^'__^^'______;____'_.;'_.___.________._'_._'_-_-_.__ ''!!._ n
L---------------- '?'_'''''''_'':---------------------------_---------------------------------------------------_--i'i _ _c ,
' l8_
I80
F_u__.6_

Pidenx a
X i'
a
a_o a+ß+0+v=

_ _ABC;
n)93o B)87o c)9oo
a
-+_=X (l) D)g7o E _ooo
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Resolución PrO_l_m8 10
De la r_gu_a, a < 82o, c_cwe e l _ _mo enteco de x.
_
404' 0aD0
80
n ,go_80' A __ 8 . 6oo0-c_ 6oE 2
A) 1 o2o B) _ ooo c) 1 o4o
_ _a D)1o6o E) Io8
_ A_, Xa-c 'F R_.,

_'denX _ L
En _ABC: x= l 800 - (a + D) (I) a
_ _LNF: propiedad 2ß = - _ ß�-  (ll)
En _M_l: propiedad m__ = -2 0 6oo 6_
nA; 2a+-=
_ a_goo-_ 4 (II_)
_idenx
(II) y (IIlJ en (l) En _ABc; Propiedad;
aa a
m-n (,, _ m_'Y=2-4--2

480+n= 360+m
ReemPlazando en (N) o g o _go
- . x g,o4 _x >99o3o'
______/__;_ ____:'__:. _' 0__'' ''.!_''_' ''','_::__.0. _ _.___.::.V: '_'' '' :, '__: _,_ , _. __ _ ___'__ ^__ __ __, ,. , ,._ ,.__m.__, ,_:_ ' __;;.__,_.;_..,,_;;,....:.;,,.:.,,:..,,,_'_' ',':' ','''_'?'_'_: '''_,.__.__?''_,_ _'''_, ';'''_,,,_;_:_: .:__._.____;_.'__?.,.__';_____.. _,. ?_;. :_::,'''' __;.,_:.' ,;',___.. _..0...................._....:_,': :_._:
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e___unnto_pnncgeuslo_Q_epqeuFtlgene_cealab_0 g _ ___y_M__tfya_cl_n MN _

;,,,;: TQl_N_Ul_S - Part_ Il __

' _ K _,'_ h _,x _ _ ^_ :_ ______ _ ?,,'_
UcAcl6Y0__,,' _N_U_NyA0EtR___U_0_ ;w,_w_,:h,_,__,,_; ','?' _\__v_'_W__ _

1EORE__ DE lA BltE_Rl_ 0E UY Según la ngura
_N_U_0 Si QM=QN

Todo punto que pe,tene,e a l, b;,ec_nz de ' _ QM O ^"_ _ QNO (L'L'L')
.d_.sta de _os _ados de_ a,n ulo luego a = 0
.'. _Q: bisectnz del aMON.
A
Q
_
g P z
O
m
_a M
a O_a
R
B
R
F_u_5,61
F_ur_5.69
Según la F_gura, mKAOZ = mqZO_ = 0
M Se_ún la Fl_ura_ m_OM = m_OM _ a
_ O Z y_NR _
_PQO__P_O(A_L_A_) _ _mefcaso oN=o_
_ _ -- P_ _ OMNOR = _apezoide simetnco
OQ = OR ; Nea la demostra�ión  del cap_tuto VI) _

Teorem8
\ Si un punto Q pe_enece a la reeión intenor de m
un á�gulo  y equidista de los lados del á�gulo_  , o _ a _
-sec__2 del ángulo. ' _ a
- m
M '
D N
F_yr_5.70
o _-_-------------- Q- ---' se_u/n lan_ura,m_o_=m__oN_a _
yQM=QN
_ Se_undo caso OM < ON
Y _ D QMON: Cuadnlátero inscriptible
(Vea la demostración del capítWo M)
0_ __.68
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lu m breras Ed itores Geometría
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. .. i.. _i_.. !;.. =.. .... .,. _. =. .. ',_'. g' ,. .... _'' __,, . __ __. ,o_ _. _.. ,.. i...,. ._. _ _.,. 1.. ',.. .. i.. l, i. ''_.. '_,.. 'i.. _, ii. _. ii. _,.i _'..... .. ... ... .. .. .. ... .... ... _=. =.. _. _. .. .,.. .,, _. ,o_ _, _.,,.,,,_, _, _.., _.,, _,.._,. _,,__,__,L_. __g_ _ _,, ___._. o.. .. _,; ,_g ___o__,d_ _. __ __, 0_'_, _,. ,_,dd.__. _,,. '__D.,._ ___,0_dd,d ,,dD0o,d,,,,., '_,_.,o,,_... _o,,. _0__,,. '_d,_d, ___,. _o_.,',o,,_,_'o,_,d 0_,,'_0.,,,,_ 0__,o,,_0,,__._.D _, _'0.ddd _D,,__^' _,,, _,_,,. __,d, ''__,,D. ,,,_D'a_0,o,,_',, __.p_o,D_d __0,,. 00_,,,d, _'_,,D_' _0,,,,,,,_,,0.d _,,,,, ____,, _,,_,,, 00_,, 0,,,,,, 0__ __,_,, 0_ _,,,, ,,, 0,__,,, 0__,,. '_,,,,, __,, _,,_,,, _0_DD,o'_ _,,,, '0_,,, Dw_D_,,, a,,_, _D;DDD_,_,,_._ _,p,,_o'D_,,,, D,;,D0;,pa _.,po-,;,, _,p;,p, _- _w, w_-, ;-; _-,,__,,;,,p _ _-,, ., __; O _d _ __;,, _" ''_. __ '''_. '_- _. 'd'_,,_''_ _'_,,,, _,_, _ _o''_ _'_,oo''_d '___,, _oo''__ _,_'_. _o0''_,d __,, _o''_,,,, _'__,,, _,'',,,, _,o'__,, _,,''_,,, _o,'__,,, _oo'_,, _o'__,, _o,''_,.. _o'_,, _''_,,,,., _o'__,,, _oo,o,',.., _'0,, _o,o'',,,_0 _oo0'..'0o0 _o, _'0,__,..a _,_,o,0o0 _,,0', _,,o,_ O _a0oo_ _a,, ___,._,'',o0o _?_9._.. ,,,,, ___,,, ____, ii_ iii_. .ii_ ,,ii.. _.. _... ,.. ii_. iii_ , iiii. .?_.e.i ',.. '_.. _... ',a... _'_... '_,.e... _._.... _.... , _,... ...
_.,. ,. ,. _... 9,... _. _,_,_.._, _e.. ,. __.. _,,__, _',_, __ _,_D,,,,_, ,. _..,___. .9' ___,.. _,'_' 6'g___ '_,. ,''__,_a'_, a'_, '''_... l''_,i.. l'''_... ''_,.... l''_. ii '_,.ii '''_.... i''_,i.,''_. i! ''_,.. ''_. ii. _,. _i.i. '_... '_,ii.,'_. iii '_,.ii _. i_ii,'_,.. ''_. ii.,'_,.ii. '_. iii _,.iii. _. iiii _''_i_ ,'''_. i'_,_'''_., _'',.,'_,__'_, 9''_. ''_,i... ''_. ?.._. ',. ''_,'_ _,'_.i_''_, ''__.,_'_ __.___. _,_e..g... _.._._... __,_,,g__,_ __, ',_.,g.

Todo punto que pertenece a la mediatnz de .il,.,.','.__?__''- Dada _a s;gu;ente F_gu,a. '__iii''_.ii'__iii
un segmento de recta equidista de los extremos ''_i'_.i'_,...,,g ''''___,ii''_.,,,,,
del segInento. ii____,_'__ 0 ___i...___,_.,_,,,

' ______0o_______'o_._,, a_,_ _______,______,,''_,,,
__!.__..li,''_. P ,O _i__..0'0,e_
''_._.__,,__,'... F_ur_5.7J ''i_,i_''_,0
_,g__?''_, El menor recomdo p_a ir de A hacia B (o _i_?.'_,iii''_..
'____ viceversaJ tocando a la recta _ en un punto _''''
__'_,...'_. i se Dresenta cuando a = 0. _..
0 B __x'''_''._mo's_c__n _'''''

__raS.rl __________,,_,,, ; _____o,____,,,',,,
_ _________,0, 0 a__0 ___,_,__'_,,_,
Segun la F_gura 5.7l __ : mediatnz deAB _____,_,,,e__, ! __ /_p_ _ ____,,_____,,,00_0,
SeaQ___ ___,'___,''__,e, _ ////' _?_,0'_,_,'
_QMA__QM_(L.A.L.) _ QA=Q_ ____'0d___,o_, !, ,,_// ____,_,^^oo__,,,_^,,,,

Teorem8 =__,,_0__,_ F_u__r4 _w_,,__,_
Si un punto Q equidista de los extremos de un '''__'',_P'0_ _,__a',,,
_,i_, Sea el recomdo cualesquiera __ (no es el ____P',
med__atn.2 de d_.cho se mento ___0,_,,,t0D, menO_r reCOmdO), UbiCamOS al P_tO A' _ ;_,__0_;.
' _ '0''_'''_,_p0'''_ que _ es medialj2 de AA', obIeniéndose un ''00_'00,
_ ; __________'__,, recomdo equivalente A'P'B, es de�ir,  por el _____'_____'_,__?
Q _o___ __d_D,, ^^ teoremaantenorAP'--A'P'. ____ ^''_,,,^^ooooo
_ _'___t___,_ __+P'B=A'_+P'd _'_
!, __o,_,o, Para que el recorndo APB sea mínima, su ____,_,_v,,,
_ _____^^o_^^'',,,, equivalente A'P'B debe ser mínimo y ello _,__,''_v
; '___^^''__,,,^^'__,,, ocurre cuando A', P' y B son colineales. ___'^'__,,'^^'oo

; ____,_^_,,____0,' _ d _____'__,,,'____,_

__,'d,__i 0 a__0 ___e_O',,
; __'_:d__ : 0//0 o __,_''__o'
t __o,'''. ; ,//// ___'_;
F_urD5.7_ '____'___,_,'___,_ ;_//// _0___,,'''0,,
, ___0vo_ . _
____,_,;,_ __yra_.15 _
Si QA = Q_ _ _Q_A _ _QM_ (L.L.L.), ___''',i'_ __0,,'
_'_,,_ COmO ___': I5�SCeleS  _D,^'_____
lue_AM=M_ ____^''_,,,,^^^'__,,,, .a_g :_o_'0^'_
.'. _: mediatjz de AB '_____^^'__,,,,^^''_,,,,,,,,,,,,o,p,,o,,0,,,,,,,,,,,,,,,,0,,,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,_,,,,,,,,,,,,,_,.,,v, .,v..,, ,._,.___,.__,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,0,,,,,,,o,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,0,,,,,o,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,__,,,,_,,,,0,,,_,,,,,,,,,,,,,,,v,,,,0,L_,...,,,,_.,.,_,,,,,_,,,,,,,,,,,,,oo,o._,, ,,,,,,,,,,,,,,,_,,''0,,



____M___N_____tLcN (A_ltAt) / /J _ J /l/ slt_A AtM_tt M*_ z// _ _ c

CAPlTU LO V Triángu los

rEOREM_ DE _0t PUN_0_ _EDlO_
Si se considera uno de los puntos medios
m n
de cualquier lado de un tn�ngulo  y se traza una
recta paralela a otro lado, entonces dicha recta
a,,le_, b;,ec, a_ te,ce, _,do. M N
m ,/ n
_a ,, ,'
_
M og y L ,/
_ 0,
m ^ ' F_Y_5_77
'm
a/'
^ /'C
t
, F_,_s.r6 BN=NC

Si _ = M_ _ M_N. base med__a (seg_nento del lado A-c)
_r //Ac _
MN-- -2 (AC)
_ BN--NC
además
_mo__cj_n - _N//_c
Se tra2aCl //AB
_ _AMlC: paralelogramo DemoS_0C1Ó_
\ lue_o POF el te Orema de lOS PUntOS mediOS MN//AC, Se
trazaNZJ/AB

_ BN=NC
_ AZ=ZC
_EORE_A 0E __ BA_E MEDIA
s; se con,_de,, los unto, med;o, de do, _AMNZ ' _f_elO_ramO
lados de un E_ángulo, el segmento q_e tiene
por extre_nos dichos puntos, se denomina base
media y su longitud es la mitad de Ia longitud del AC
MN---2
tercer lado.
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LumbFeras Ed itores Ce_metría

.__ ''''''''!"''''''''''" ''''''"' ''''"'''''''''''''''''''''!'''''''''''''''''''!'''' _EOREMA DE U _EDl_N_ RElA_IVA A lA
'' , ,i. i. ... .. .... ... ..... ..... .... .O=! ! = .'_,. ._! !. ._0... ..... ,... .... ._, !'_ !, , ., .b, ___, __ !.0. .,.. _ .,.. =... .S....... , ..... .0 ,. ._=. _ =. ,.. _ ; , _... ._ ; _ .'_......ly.... !. .i !. ! !. _. ,. = = ..;. , ... .''.. .''_, .'__!.. ,,... ,_. .,!.. ! = .!.. =.. = =. ... .a,_.. .,.. _. ._ .!... ___.... ,_. .,.... _'.. .'_,!.. !. ... , .i.... i.... ._. . .. ''''''_ __ '____ _____ ______"' '''-''o' _'M__ '''''''''''''''''''_'' '''_'0' "'o ' 'v__ 0q'''_'_'' _''' _''_'o' __ ' ''0 __ ,,

_,,, _ ,___,^v, sj se _raza la mediana relativa a la hipolenusa,
._____,,,'__ _,,_ la longitud de dicha mediana es la mitad de la
____,i.i.. ',____'0_,,,D lon_itud de la hipotenusa.
._.,a_, _c_ a0
____,''_,_. N __,'_,_D'_

_0,_____^'00''___,,,., _o - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - '' _' ____e%,,__,_,',__^^_,''. _ _'

.___o_ _8___^_, F_5._0
___,.'0' F_ur4_.78 ______,,
____D'_._, _''_,__,_'__,,, Si AM=MC _ BM= l/2 (ACJ
_''__.,,.,''____.,,, _aAJn__M_ ____^_,Dg,' D_mO__ClÓ_
_'''_,.,_,_'_,,. ____Q//M-N _____,_,d''d,, Set FaZaMN//_
'?_'_,i.. _ BN = N_ __'__,,d,,, POf teOrema de lOS PUntOS mediOS
____'''__..i_.. MN: base media del _ABQ. ______''_,,_,0, BN = NC n m_NM = 90
_i..'_ii i,_0__,_,,'''_,, Iuego _ BMC (isósceles)
i__,__,',_. p __,'__,,,,''_,,,', ._- BM=MC_AM

'__ii''__,ii.l'_...._ _ . ;! ___0_,________,?_ ' _. ...O..... ...b.. .. .s.....e...,..rv... ........a.. .,c.. ....i_n. _ '___ _''' ___''''''''''''''''''''''''''-'_'''''''_'_'0'0'_"''0'_"_0"0 ' ' '_' -_''''''_d_'_"_'''"_''_''"''''_0'_"__'''_'d_'0'_'''_'__'0d_'_''_'''d_'_''_''d_''_'0'_'__o___,,_,,..d_...,
'''i'__a 0QM _''_?_'_, ___0 B _ ^''D_^''__^'_D
_,. i ii'_,.. _0_a ; _',?,'__,,,,_,''__, ____' __, '0_000,,,, ' ''0,_00,,' o0__\ __8 ___D,o0 ^'d,

a.D. R _.,e_ __,_'_,.. 0 __\/' ____^___,,^o_oooo
_'________'__,_,,_,,,,,_,' ' ___'__,___',,,''__,'_,,,,,'' ___'____,.e_\_ ,/:'_' __'_''__.._P'''''__._00',..
___o'0o_ F_' ur_5.r9 ____,______,_,, '_'_'''_,'' A _ ------' C __'_,'_
'_ i _@__'___ '_,_'0_._''__t_+__'ddd__''_,'___,
iii,..._, _''___'_,,,'_, '_,_____,___''_,__, ___5.8l _..____'''__
_,_i___,,,,,'' Seam_OM=m_OM=a __'__,,''_,,,', __o'_,..,_i_,___e sea_x Bc '______'__,o'_,,
________iii_... _ trazar _Q__oM "'___ ____o,_,_,_, A_=_C,' BM-- l/2 (ACJ _a____,,__0,,,,_'
"'_ - _ _ ______^'_ Entonces en un tri_ngulo rect_ngulo existe la __000o'o__
a_? _ A1prolo__PQ,lnterseCaenRa Od, i__ _'^'_^'_ 0__o,_00,
__, _',? _ _OSlbllldad de enCOntraC ___^'o,,^oooo
_ ?__.'_,. ii po, lo cuaI op = o_ y pe _ e_. _.... ____^o,,^^, BM__BN__Ac/2, ero _N no es med_,ana. _____ ^^_0,,,,,^o_D,o
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CAPíTU lO V Triángulos

' Mm_4 _ ____,__ _ _,/ /___i_' ''_' m's x _ _____?,_' v _ _, _
_I_N___0S_t1____''NO_A__' ' 'w_' _ _n'\ _ n_ _;;_v' v_ _ _

Son aquellos triángulos donde a pa_ir de la razón de dos de sus lados se pueden calcular las o_as
medidas angulares y recíprocarnente.
Solo existen dos _ángulos rectángulos notables de medidas exactas y son aquellos que se deducen
del tri�nguto  equilátero y det cuadrado.

m 00 B_m_C
l ,_m 0 _

_____O ; __,___,_
\m l _?,___ ___C_, _,
^___c_;_ m ,J ___'_",__"J___,,�  _
J _^___ J m m ,my ,_ _, ?____ ?_,_ ; m
I ___ xS ,' ,_ __. ,. n?/__,m,,7,:_-\?_

, ', 0 q\___ : _x_ _,m_ _ '' _'>"4_' ' _ , ' __n^_ _ '__ ___ ;_5 _ _ / / _? '_ - - X,
__ __ _,__ ,'__\ ^ __ /,nN' _ '
_ __a' '!____nS _\M___;:0
tm+m_ A_m_D
(,) (cJ
De 300 y 600 ' De 45^ y 450
_ _
_
_ _ 450

_ m_
m

600
A H
tm_ _450 0
A_m_D
(_J
Yf_5_

__ _______v__ '-\ _____v_________ _ _''____ __:___^ ~___'__/ _^ __ _\_ ; _':__
__ _ ,x_ ;___,, __ 'v'_?___^______v _'_ _____ ,_ _ _____'_^_,__,n_nm_,
____ m,;___,__ __',__ x'_x_/Nnn __ 'S_'n __'___ _ _' ___ ^ ?_J__
'"^ ' q__, _, ___, v_ _ ____, ___ __ ,_ _ '' _
_' _ ' _ _ m , ?, __4_4____ _;,,,, ____;__

,__,__ __ _______/__-\;\____:,___n_'.___' __ _^ _,_ ___,,_
,,_, _w_ _ __ _ _ _ _ ?_ t , _____ _ _ _,M_ _ _a _v ?__ ? __ ___ S ,
_,__,,,n~__:,_;;q ,,__, ____ __0e_;.__, ,_c____., ,_, m___ ,__ __,_/" _:,_,
w, _'_' _ ___ _vv _ __vM"
Los tri�nguIos  rect�nguIos  se remonton hocJa mucho_ sig Ios ontes de nuestro ero y fueron utiIi2ados por Ios e_ipcIos pora
conseguir Ia perpendiculoridad de sus construcciones, se dice que utiIizobon Io cuerda de Ios I _ y JO nudos.
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_/ __ //_y //_/_t____/______/__ 1 /__/ ___ ___l _lIJlIJlrJ JlrJl_JrrJl t_0__t__ll ____43o/a__B __

Lumbreras Editores GeOm, etrl'4

TR_Á_Gu_os _or_BLEt DE MEDID_S APR0_lMADAt

_. De 37o y 53o 3. De 370J2 y I43^/2 M
c _T
_ ,l' _
70 ,' ;
. __'
'370J2_
m 4m ,' ;

' ;_m

_530 , ,' !
At3m_B ,' !
r C

Fjgur_S.8J ,_ 37o

' 5m 4m

2. De 53o/2 i27^/2 ,' o\_
_
C _' 53o
/_a A_3 _n _B
,//_\___ (aJ
/_ __
// C
_ 4 rn
// 5rn

t// , m_ '
/ In
__í_3o/2 _53^ 0
_--- ---------- A B
t5mt3mt _ 370/2 0
A_ 3m _'

(aJ (bJ
Fjgur_5.85
C
_
o\_
__ _. Del4^y76^
mJt m C
a'
'_ 760
rn
_ 530/2 0 m
A_ 2m_d
(bJ A_ l40 ,,,,_,, ,0g_
t4m_

F_ur_ S.89 F_g,,0 s.86
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CAP ITU LO V Triángu los
5. De3lOy590
3a 45a

5_. .. .. .., ..,,..;...;. .. .__M;_._____.5.._,__.,_;,_;;.._.._.,__.___'_,;._...:,;,. ;._.;,;,,;__::__.._;._.:;';:_.:.;_...,. :_:,.;.. .;.. _,. _ :. :, .. ,;.;,_.;._:,. ,,,;. _,__M__._m._;m;,_:_~__,________. ,.,.,;.q....,..___...,;_;,,__.._,._._,;_,;._..__._,..;._._;.;.,._,.,..,..,...,.. ....., 5 9 0
... g. , v___ i_. ; _:__'_'_, _,_____ __. _:: ;. '_:: _. '_:: ___. _ ''_ _. m._ _. !,.. _. _: _' '',_, .,___,_';__' _, __,_',ao___' i_ m__ _ _s,_,_. _. _,_',__ '__,. _ __. ':_: '_,_:_,''_. __ _. _:: :.):_,. __ _ __. _ P_mn. !_n___,___m_ _u'i _' _'__' _' '_''' '
__:_____:___'''__'___'_-_:: '__Y___í4o 0 l _3l0 0
At___C t5a_
F_ur05.81
6_. De80y82^

.. ....,-. ' - _; :. :. ;: __ ' '_ _' _ _!. __.....,.. _,..,. __, _,..__ __; _. ___,_. : _ :,, _;; '. :.._ '_,. _ '; ', _' ', ' ' _ ' ' : ' ' : _ ' ' ' _ _ ' ' _: ' ' ' ' ' 3, _ 5a ?
e..........,..,_.,_,,'_:''' t 7a__
t___C
F_u_5.88_O!
_.. ..._ !!_!..=.... b=.__.._,!._ i.!'0_...'.....!._,.!__._....s....!_.;.!_;_=.,.....,.=,.......e.=._...!,......'_.....=_.._;__.....rY......_,!._.......'..'_,...__.i........,..!.!=_!...=...8,..,.._,,..=..._....i,..!!....__.._._....r.,....,,.;..... _d..i_!_...........o!.!,._.! _!....=....'..'_,...__...,......n..,...i.!!!_!..=..'..i...i!!.i..!!.......,.. =..... =. = '. =... ' =.. i ',. i. ' '''__....''_, i..''__. i i '''_,..''__ i.''_, i'__ _______________n __________________________ vm__________0______ ___ ______ _________ _aa____ _____ _' _____________________0_____0__D 0,_d__o__0o0a.____0__0__0_________0_0____0,_______0_00___ 0,______________________,____ _ov___ ____0
,_,__0,__,_0,d___,i_,,_,0___,,,__0,___,__,_0__0_,_,_,0.__,0,___,,_,_,__,___,__,0_,____,__,__,_0,_,0_,__,_,_,__,__,_,__,__,__,__,__,__,_,__,__0__,__,_,__,____,_,dD__dd,_0,_0,,__,_0,0a00_ooooo,,0,_,oao_o0_,__0__,_,_o00o,0,0_,__,_0,__,__,_D,0_,_00__0d,o,_,00_0a,o0,0_,__0,_,,,,_,,0,,o,,0,,,,D,,,,_,,,d,,,_,o,,_dD,,,,,,,d,,,0_,,,,,_,,,,,,_,,,,,_,,_,,_,,,,___,_o,,,,,,,,

___,_,,_ 0 ,(__) a(_+?) ______^0'__,,,_,,^'o_,oooo'
____0_,0,, ,....:_..._..............._...................._.................._....,.....,....g.._,,,,_g_,_,____,_,,_,,,_a,,,;;o__,,, _..._....h_......,.....m......,l.,....,.,5 ' 75 0 , _ 5o _ _. ___o.,

____,_''_: o _ 0 _'_''_'''':___'_;____m______m____'_'___'_Y'_,''m:_____,'':~__.:^_''_,�_:_'.___'__;___;:_______'____:___.__:________.__.;_,__:__:__:.;'_;_'_'____:_''__';'__:._:_Y__::____.____i______:__:_____._.;:_:____.__.__.__';____~_'_____.___'_,  : 0__:____ _,_.___..:,c,,,._._. . _ ,. , , 1. ' o _ _m___,^,
___,_'_,D. 't2_ ________2a_ _____^''_,_,,^^oo_o
____^D__ Fjgura5,89 a__,_,,ooo
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FobIemas _esueItos ,

ProDl_m8 1 P_oDl_m8 1
En un t_ángulo ABC, se ubican los puntos En los lados AB, BC y AC de un tjángulo
M y N en BC y AC respectivamente, tal que equila/teroABC, seubicanlospuntosM,NyT.Tal
maBAM= _nqMAC=maNMC y _=MC y qugAM=MB,My_Nrym_Nr=goa.calcule
(BM)(NC)=I2. Calcule_M+NC. ' _, Tc.

AJ Io B) 2_ c)8
D)6 E) 4_ A) 3__ B) 4_ c) _2_+3
2 3 3
Resolución
B DJ 2_+5 E)_, _+3
3
0
_
a ga.D Resolución
' a
a
D_a P_ n __0c
A N'\__ '_~__"___5..__,___.___._____._,.._,._,..,,.:.:.. _':''
i\___:::,_____:_'_ 600 x/2
L x x3 L
F_' ura 5.9o 2 _4____._._.___:___.;__m__._:_. y_
_...,....,.,.._;. _-._,,_.;_ ;-_. :_ :_,_'_:,;__;__i_____.m____. __. _____.._. __.._.___......_,..;_.__;.._;.;;.,..., 2
_den BM + Nc = m + n M ,.. ...,__,.,,__..,_,_,;,__'______:_____:___ _!____m':'''" -'''' '''' ''''''' ''''^''''' ae,
Dato:mxn= I2 '____:.:_,_.,......
SeamqABC=0 _'''''_::::''_,::''_:::;.'_:::'_::_::::''';' _::;.::_. __ _'_;_'._4_..._.... _W3
_ _n_N = 0 (por ángulo extenor) m','_:''';',__!'_,_;___,'__;_'___~,._________;,!,,_,.. 2
X _:' _ . _:_.____.____._M__,_;. ._;_;.__:;,__,
Se traza Cl, t_ que m_Cl = 0 y L es un punto _,__;_.____;...,.'__.,,,_;,,_,,~,_..:_._.m_,,,.._._,,,__,',___,,,,__,,_,oo__'_,_._,._,.._...,
de la prolongación de MN. ''D_',_.''__.__'_'._'_,,_:::_''::'_:::_:__:::'__,'__::'._;_::_'.::__:::_.__'''_:!,,'____..___'_'_._,__,:,._..____J.__,;_:_,;,'''5,''_''_:''_.::_....
se nota que '___:''M''''''''''''''_''__'::'',:''::'''''''''''',_3. _ _________'''''_:'_'_!___'_''''''''''''''
_ _McL (A L AJ _600 _Y____'.'._'_'"'_'''''''2'''''_''''''_60^0_
A T C
_ BM=m=CL, m_B=In_LC�D  ty_
Podemosvercomo
Uf05_
m_CNL=m_ClN
n=
Deldatonxn=l2 _ n=2_ p AM x
lden _�-
.'. BM+NC=4_ TC y
_..._____ ._ __ __.___ Se trazan Ml y TP pemendiculares a BC y
_G.LA.........V..E..........:;,._...
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CAPíTULO V Triángulos

sea m_MN _ mqTNi_a Resolución
_MLN_Nir(bLb.J .ß
_:
_ MLB: notable 30^ y 600 c /' ' \ \
' \_\_N--__ '\\
x x \\ -'---.__\B
_ML--2''--2 _ '\\_ --N-_,_
\\ l/' D l
_ rCP: notable 300 y 600 '\ /'
_0 0 __a 0 a_
D L s M A
_ TP�-_'  CP�-  t0+atb+b_
__Bc F_ur_5.9_

xy x y Pidenx
X=-+- +- +- '
22 2 2 seaDL_ayMA_
comoML=AM+LD
2x----_=-+-_ _
Se ubica un punto S en ML, tal que
MS=MA=b_ LS�a
.'. X 2 +
y - _3 En _DCS: isósceles CS = _

_;__ ___,:_._.._._ _'' n'''_'__ ... _. ..... E__.. _. c En _ABS: isósceles BS = l
Como el _BCS cumple con el teorema de
_tágoras.
_m_
_ m_CS8, =90^
m _ n_, Ml =AM+__ A8 _ I, cD�_  y
n_DQA:X+a
BC �  _. Calcule la - medida del ángulo
n __ enS0+a=900
_ determlnado por AB y CD.
.-. x=90^
c _:,,_:,_.,._...._..:_,___.;._'__:._:.7_,_,:_,.:. :,_.,:_..,....::.,..,!..,....,_..,...,.,..,.,...;....;,._..,;.....,,.._,.._. , _'__'.

- 00 Pra_l_m8_
En el intenor de una región tnangular
ABC, se ubica el punto P. Si A8 = BC = PC,
D _. L S M A AC �  i_ + AB y rnæ_A = m_C_, calcule
m_AC.

A) 45o! g) 6oo c) 75o A) 300 B) 360 C) 45^
D) goo E) _ 2oo D) 530 E) 370
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Lumbreras Editores ' Geometría

Resolución Resolución
L B
_,//'_/^: _ _
/_/ _ Y
B _/_/' '_ o P
2x' _
g ;a
_ a ; M
_ _ a
' Y b
a 0 _
_x ,+,_'c A _ Q '

F(gura5.99
F_ura5.93
PidenAM-MQ=a-b
_den mq8AC �  x Se obsenra que

seaAB = Bc = pc = a, Bp �  Q, Ac = a + Q _ABP= _BAQ (LLL)
m__A __ m_cB__g _ m__ -- m_BQ -- Y
_ BMA: notable 45^, y = 450
bABPC: m_PC = 0 +x +x-0�2x

Se prolonga AB hasta L tal que BL=_. En _ABQ; por teorema (relacio/n de correspon.
Como _i_C: isósceles m__C = 2x dencia)
__ _LBc (L.A.L) _ m_Lc __ 2x a + b > _
a+b>3,l
OmO _LAC: lSÓSCeleS (AL =
_ _ + b = 4 (menor entero)
LAC:x+_+__I800 22 2
En_AMQ:a +b = (Il)
.'. x=36^
_, Resolv1endo(IJy
_ ''i'i'''''_''_'"''_i_ii'_i'_''ii'_''_''''i_'''_'''_''''''_''''''_''_'''_''''''''_"_"_''''_''''_'''''''''''''''''_'_'_'____'_._i_ a=3, b=l
'..,.. 08.S,. e. iY........._._.0'_''_._,t.....i...'.i'0.!.''._.._...''.'_'._''!.''....i..._.._.i'i.'__'__'____0___0_0D_"'d_0___0o__000_0o0_0o'_'_"_0_'__'__'__'__'__'_'_"__'_d_dd0'_"_''_''_''_''_''_''_''_''_'a''_''_'''0'o_''_''""_''""'_''_''_''_''_''_''_''_''''_"_''__'_'''_''____'"_''___"''_0_800,,,_0

0___,_,ooo _P_C: 0 = x _ P _ AC '_8,_^o_oo0o0 .,q_ .. ...,.,,v,..,.,,.,... .,. ,. ....... ...
_____^^'__,,,^^oo ___0"00_00'_,, :__._..'_._,__...:.._.:__,.!'__.;!'__.:'.:'_:'.!':.'___''M_...._''_,''.!:!...:.:!._,.......:..,;_.''_. _:_:

__....____:___^____._____._;______;____________:______:.E.-_ 8___:. PfD_lem8 6 ''" ''

Se tienen los ángulos consecutivos AO_, BOC
PfO_lem8 5 y COD, tal que AB = CD, luego se ubican los
puntos medios M, N, Q y L de OA, O_, OC y OD
n un triángulo ABC se trazan las ceqianas -
respectivaEnente. Si LB _ MC=(S), OS �  BC,
inte_ores AP y BQ, tal que!AP es pemendicular a
= Sl, SN �  SQ, In_OC = 2 m
BQenM. SiAP=BQ,BP=AQ= _ yBQ toma m_co_m_oBA ca_cu_em__o consl.

su menor valor entero_. , c_cule AM-MQ. N y Q en la ,eg__o_ n exten_
_.
j"
__i_B) 2 C) 3 A) lOO B) l40 C,.) l50

D) 2 ,5 ' E) 4 D) I 8^ /''/E) 220
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CAPíTU iO V Triángu los

Resolución i_o_lgmg l __ _
B,
2_ ____ En un triánguIo ABC, se ubica el punto N

A 60' en la ,olon ac__o/n de A_c tal ue cN __
m
- r t m_AC = 800. Si la5 mediatiices de BC y AN se

_ N _ ;nte,secan en p c,_cu_e mqcNp
_..__P..:..,'_g _ ' '
'"'___ _'''''''''''_'''''''''''''''''''''''_''_''''_,'"''__60^

-_____'-'_!'g ' ' _OO
__t' a ,?'. n __C
._ _n __'Q D)46o EJ5oo
_ ,_'_ 2_
L _

D Resolu,;;n
~_
Pidenm_BO=x æ _,
l
deldatoA8=CD= 2_
_ Por base media: MN = LQ = _ B

m_O%A = mqDCO = ß _...::. ' . ___:.____,_......_:.. ,..___'___'_ '__\_
_ Porparalelas:m_OJVM=LQO=ß __''._.. ::__;_'_____';'___:..:.:__..;,;'..,.,/i ;__ .. _..\.._

_nota _MNS_-_LQS (L.L.L) _ .. ....?,.....'.::.,...''::.:...,''''.,;:..::.;.__:._:/:._, _''''''''''''':_'_'''..,;:;.''''''_.'_,_'_'__''''_,_.';'''''''''''_''''''''_,_:''''''''_',:'''_::.,'_''_,::;'_,_,___,''\.,.__...

_ m_NS = mqlQS ''._, _~'_''_'__.:____._'_ ' _';/':':__:_::_ _:___.,_:__...:.:_:_.._ \\_
X/'' ;,__,._',.__'''",_'_'_,_,_,_,,_;_;_'_____i,_:_,__'_ '_' \
_ mqONS = m_0QS = 6 ' _ '"' '''' '' _''_::___:.._'''__.''.__'._::'.''''_'^'''''''''_:'__.__'_:'_.';''''''::_' _
800X .. ;__:'''''''''_:''''''_'.:..__;.''''_:._. ,:._\,._..
De la r_gura 5 92 (a) ONSQ como ,NS = SQ y la _ ' ' ' ' ' _ ' i _ - '-''-'''_ -_'''_'_'' " '-''-'- -'' _'' _''_''''_''''\'-
?_oNs_,n_oQs ' A C N
' _ _
_ _n _ r O S = rnq Q O S = _2 = x F ' '
_u_5.
N '_ ''
a,_ 6
6 pidenmqcn Jp__
S
Sean
x ' Do0 __, d.t.
O' n Q ):rne lanZde

_2: rnediatrizdeAN

F_u_ 5.95 Por teorema de la mediatriz BP �  PC = n,
___a,m=n Ap_pN=m
_: bisec_z del qBOC _ SB = SC

__00 _: i�ósceles  _ OS=SY
' deldatO
__' _'_0:equilátero
800=x+x
:x+x+2x--
_ ____5o .'. x=400

,.:..__.'.'_._._.vE. _ _C_..;_;o_._.___........._.__:_...,:_..,__:..:....._..,:::._.............;..._:.'__:
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Lumbreras Editores Geometría '

__O_l_m_ 8 ' -' r - _f8_l8m8 9 ' ' _
Según la f_gufa, A8 _ DC y MN _ Ni sj _p es Se_Ún la Fl_ura, 0 + 2_ - a = l 800 y DC = l O cm.
medi4tnz de AD-, calcule a. CalCUle B_ + BC. _.
A

M ' . _'
' D
'O- ' '=-
_ o
D- F . G
A c _a 0 0
L

A)_5o B)3oo c)37o B - C _ _
D) q5o E) 2oo A) l O cm B) l 2 cm C) l_4 cm __
D) l8cm E) 20 cm ,,
Re8oIuc16n .?
Re8oIuctón ?a'_
A _0,
__ '
_
0 D
_ 900-a 2a_
oO 0
_0 000_w
a
___a a_ ' o_E oD
A P C .
_9_- g
. _u_5.97 a0_ F
__ 0 0
_ _'dena L _ lOC_n-
Se nota AD es parte de la mediatnz de _P __ _O- _ _._
9o0a m_VV m_Vf a_ 8 '
- - Y - - tIOcm_ '
como BP mediatn2 de AD _ BD = AB = a y ' _.
Uf05,98 '
m__A�2a  .
___:m_A=m_AC=a _ _=_ Piden _c+B_ _
_ _AB_: se no_ que es equilá_ero. dato: 0 + 2_ - a _ l 8oo _
2a = 6_ En _L__ m_AF = _-D _
._. a=300 En_FAC: m0AG= l800-0-_
del dat__-a = l800-0-_ i
CiA. '._..,...:.....:.:_.'_.::'_,:.'''.:_,.'_.::B. .''' _ _nql_=m_AG '
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GAptTu Lov _ TriánguIos '

_r teorema de la bisec_z de un ángulo _ _BPQ: isósceles
BC'=CD= lO cm, se_azaPll8Q _ 8l=LQ=b
En _ __C: isósceles _r base media _A8Q: il = ,
. B_ = BC = lO Cm _r teorema de la bisect_z de un ángulo:
.'. B_+BC=20cm Ql=Qr=b _ pT=p_=0
g__:_._,._;___. ,_,__,..,,:.,,._.,_,..;;._.___'_,,,,.m_._.._._mp,,.___._,,.,,._..,.._:..__'_n_________,,__,,_,,___,__, _r el cual 7C = 2b
_QrC: notabIe 53O_ _ m_QC7= 530_
____g ' _p_c..a+a+ 530 __
, 2-
AB
e_Ún l4 F__Ura_ BQ + _ �  PC. CalCUle _ . _
4 ,
B _,,,,,,,,,0,,,,,,,,,_,,,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,_,,,_,o ,_s,v,,_,,,,,,,,,,,_,,,,_,.,,.,,,o,,,o,,,,,,o,.,,,,,,,.
_ D Q ^____0^''_','_,o^'''_,_^'_,00____"__,__'___,,'_,0_^'_,___,0^__^'00,o_,,____^^__,,_'__,,_'',,,_____,^'_,,^'__o^0_,,_^^__,__,_____'___,__^_9_____v___,____^_000_ _,_,_,_0__________'_''__'____,___,___m,0__________^_,^,''^''__,^^'',_^'

. P_tl___t1 . '

. 0 . En un tri_/ ulo ABC, se ubican los puntos i_ Q y R
a
_ A C en AB-_ _c y en _a prolongaci6n _c tal que R, e_y R
resWten co_ne_es. Si AB = AC_ PQ = QR_ P_ = I y
750 l O6O 530 AP = Q, c_cWe CR. _
2 3 2
37o 127o A)2 B) l C)3
DJ _2 E)

R_lu_ón ___,__n
0 B
oD_ 0 D
,_'__L l _ .
_ _D _ ,
__/ ;
,,_ ,'b 00.
0
5_o_ 4 ''
'
__ _5.99 _,' -
' ^0,--------R--
_AB __ __BQ __ 2b _ de_ datoPC__, + 2b t 2+x+ 2+_t
_Q;m_aA=90o_a__ _5_l_ _
_BHC= m__C = 9OO - a _den CR = x

2O9,
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Lumbreras Editores . _ Geometfía

Se traza QS//AB Piden AB + _C = n + b (menorJ
___: QS es _e media _ AS �  SR, QS = ._/2�  2 se traza _l: por teorema de la median_ reletiva a
y m_QC �  m_BC la hipotenusa HL = AC/2 �  2
_ QSC: SQ �  SC= 2 __n _BHL. se nota m___L __ n,_LH __
_ABC: 4+ l=2+x42 _
n : _Or teOren1a eXlStenCla del
.'. x=I
O<_L< Q (I)
'___'_':_________:_____'__'::::_:___'E'''''''';'.;:___'' :''','''_.''
, ___'____'___i __''j___'jv_+v_''jj'__'_______'_'__a_'_____8'�_  POr la natUrale2a del tnán_UlO
' BL2>22+22

En un tnángu_o AB�_  acut;n€u_o_ ,e t,a,a _a a_tu,, _ BL > 2_ (II) '
AH y la rnediana BL. Si AC=2(Bm�4,  caJcu_e el De (l) y (II)
menor va1or entero de AB + BC.
A) 5 B) 6 c) 7 Se prolonga Bl hasta Q, taI que BL = LQ = _
D) 8 E) 4 _ABL _ _ClQ (A.L.A.) _ CQ �  AB = a
Resoluc_Nón . En _BCQ existencia
u+b> 2_ (IVJ
B
. De (III)
. Y 4_<2Q<g
2
' 5,6< 2Q< 8 , (V)
b Aplicando la ley de tr_sitindad
H
0 _+b> 2_>5,6
-' ,' _ .'. (_a + b) _nenor entero �  6
_2 , ,.,,. __,_,._._._:____.;.._,...,.,,_..,,.,,e..___.____.._.,....,__..;_..__..;. ____0__________,.,;,,._.,,.
Y, J' - _ _'' ' ''' '
A - 2 _ i' 2 ,J c Pr__ltm_ 13
tt ,J Dado un tnángulo ABC, en la región extenor
"t ,', relativa a AC, se ubica el p_nto L, tal que AB �  LC
' _ ,' y m_Ct �  400. Luego se , ubican los punEos
'_ ,J rnedios M, P, Q y D de BC, BL, AC y PQ,
tt ,' respec__'aInente. MD_Cl =(_), AC = 2(_l),
'_. ,_ m__P = lOO y _n__ _C �  300, c_cule m_AC.

Q n)5oo BJ4oo c)35o
__S.lOl _D)650 E)600

_ 21O
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cnp íTu Lo v - ' TFiángu los

Resolución _t_D I_m8 1_
B
En la f_gura, BM = MC y AB = 2(Mm. CalcuIe x/y.

_ '

? H
M M= O
2a / _ / /,
' 0__//

p /_ !a x .
OD !, A_ c
b !b c
- A0_ _ /;_ß 40O_ A) l BJ 2 C) l/2
,/',_ DJ2/3 e) 3/2
- ,/' _
,_,' ' Resolución
_o_'300 '
lOOo0�0  L
_/ ''_ b __
i :_ _
.y_5.,o_ 2e___ M a '0
' S \------'_-------- y----
enm_AC . \\N Q _
En_LBcsetra2alabasemediap_M, _ _\\o _ ' _
cl L
_ PM=_=0 X
_Y '
A8 _ F_ura5.lO_ '
_ QM=_=a .
2 _ x
Como D_ es parte de la mediaEjz de PQ _den
_ P_=Q_ _ m__D=m_Q_D=lOO
setr_aBllAH

_Ob_err,. ' '...''_ii_n i i i_____,_____d_i__00___0__0________0D__0________0_o0_0_oo___0oo00a80o__0aa_d___0__0__aao_0___________________0_____________i_________,__0__a____0a0oi__o0_0aao_0__0_o8_a,__oa8_0___00_0a,i__,__,___,_,__d,____,__i___________i________0_,,,,_..e..., M _AlB: se traza la mediana LS_

'0'_,____'''D, _ AS=S_=Sl=_
e Ia FI_Ura, Sl l = QC = b __.''__i,'_
_ QL_b __'__.__i^_'_,__e _BLM_-_CH_(ALAN) '
Q '___g.',__,__DD__.. ______= _ -

,' _ _- _ _,iili''_..._''_,,. MS: base media del _ABC
,' _'',____'_, _ m__l=y
E__2_ ' 4_0 '''_i''',''_.
t _ i_iii'_,i : lSOSCe eS _ rn_Sl= y
L __i''i'_,i
' _ y _ 5 J o 3 ,.iiiiii,'__. _ _MSl: por _gulo _tejor
'''''00'_0_______________'_______'_____'___________-_____________0___0_____0__0_______B____i___________________•__•___-'__'______'__'_-_'____________________D0__D__"_0__o__0__00__8_o____8oi____0__0__0___0__0___0__0__________B_______ ____________R__-____0_8__o_____d0____0__B__0ii____'___i___i_i___'___'__'______'_0'_____0___0__0'__'_0^'''d_0''D_ _ x = 2_

,. _ nues_o problema AQ = QC = Ql . _X _ 2_>
_m_C=900 . ''y
.-. _=500
:_____;_._;_:_._0... _. , .._,___. ... :_. : :_'''''.. '_. ''___.,,..._0._,__,?:: _____'_':_:'_0!_'_: !_:'__.!_.'_!_.___. ___'__.__._..._M_____,._::..._':_ _.___'__ _______^__,,;'__'_'' ___^^^ ^^_ __ _..:__._0___:-____'____::"_ :__.:____._'_.___.v___'___,ß___________0,______,,__^00,'^0_,__,___o___'_'__^"''0,^^^'''''_,%_'''__,^"'__0___'__00_0^__^______0_0___^_0__0_,^____"^^_v'^''__^^_
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Lumbrera_ Editores _ Ceometría
Pl8_l___15 _\ '" _denx
_BcyAQ_pc __cu_ex SeaAQ=PC=b y AB=BC=_
setrazaAMlBP
A _BMA _ _ CP_ (A.L.A.)
_ BM=PC=byAM=BP
corno _LMP; notable 45
_ t lM=MP=_

45_Do tAL+_=b+_

En'_ALQ:senota AL=AQ=b y m__=45
' t m_Q=l350_ '
B C Se sabe m_Ql < 900, (bAL0 isósce_es)
es decir_ l es -Q yMes S. -
o .'. x=90
'___^__._:___5_?_c;__ __''_'_'_'________,'___'_. .i '0'.',_o___,' ' '' __,__ _ :. _,: ' i '_' ,_ '. ',! ' '. ___' '__;
_lU_Ón _______________m'_'_' '''_' ___'_'''''''_'''_''''''_''_' ' 'v9:_Y'
__l__16
_?.,p,_,_,_,.._,0, De la F_gura, AB = 8C, AT �  TM_ Nl = LC y AN. = 6.
__' _'___ ____..., '. :__:_'_,:-- __0_ _ _____,_:,__,_,,,,_,___,,0,,,,,,,_,,_,_,,,,.,,,, c _ c u _ e Mc. /

_,__,%,_0g,__,,_,_o,__,,,._._,0__,___^^^^___o_i____,_,__ _,.___;._,;_,__ ___
_0 _ _ _ _, __ __ _, ,,_ __', ',, 'd, '__ _, _, _ _, o _D, ^ _ _ ^ _ _ ^ _, _0 __o, ;,,o g_ 0,o, _ _ _ _ _, _ ; _ _ _
a ''__t_''___,'__,q^_'_^0,^'0__,__'__,^'_'___,a'''0_,_,^^'''__^__'''''_,00^^''''__,,,,^^''''_,,_,,^^^^^_'''__,,,^^^'''''_,o,^^^^''''__,,,,^^^'''''_,0,,^''''__,_,,,^^_'''''0,,,,'_^^''''__,,^^^'''_'_,,,^^^''''__,,_,^^^''''_,_,_,,_''''___,,_,,^^''''_,'''_'__,_,,,^''''__,,_,,^^''___,,,'''_,_,,,_0'''__,,^''''_,,,''__,,,,^^'''__,,,^^'''__,,,^''''o,_,,,_'_''____,_,,,,_,o____%,,^__^^_____0_,,,_,_,___,^_'__a__';,__%_',,:;,____,__,___,' ;: 0_,,__;,__-- _^___;______,,_..
_ ____,,,,,,o _,,, _,^,,o,_o'a_''_,, ^_^''0_0, _,'0,,, ___,,'a00,^'o _,'_^^0'_0,,,, '^''__,,__'_o_, _^'_0,'^''_,, _^0__,_^_,, ^^^''__,,_^^',,o, ^^^'_0_o,,^^'_,,,, ^^^'_0,0a^^0',_,,, ^_^^,,,0^^'_,,, ^^^''__0,0^^',, _^^",,^_^^'',,_,^^^'_o0^^',, ^^_^__, _,,_,_^',,, ____,_' _,,^___, ^^,,,,v^_',,'',^^'_ _a^'__^_,^^^_,^,,^ _,^^''' ^^ _''__,,^_, _____',g_,_^_',,,, _^^',^,_.,.,.____,o.,,,.,_o,,,0_..,o_o,' __,_'__, _''_,,,', _,,^^'v,, ^_''___,,0__,,'_,a'__,,'_,__,,,__,,,,,,,,,,,,, _ 45o _o _-__ __
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ie_olu_6n ' R_Iu_ón

,nN , _;,_,_,,,__,,,_

,,_ c _,,w6,_n,;,__>,___''_'''_''_;_',_v,____^^o'^'''_'___^''^'''^^'o,^'''''_,^^'_,^^''n__':^_^^^'^'''^^^''^^'_ oL ' D_\ _ ____-'__''_,;:n_:_w__m __?________'_0_______o__,
_^_'____;, ____^^_'__,,,,,_,.,___,__s_ ___,_,,__.-,i'_,__._'___'_____ov,'_,,_________a X \ ' _ \. i_;'__'_,,,____,__%_____''___'___'i
D __,,J___, _q__,____,'_c,;;,_,'---??_-5--_ _^^^'''^^^''^^'''''''_''_; _;_-_'0 _____'_''o',_,_, _ ' ' _ _ '' '_'' _'''^'''_^^''^^''_ __^'''^^''_ ''___ ___ '
_-/_ _,_ gg_;,____c__,o' _,,_,_, _ _: _ __. _w __ _ ' ^ ^ __ ^ ' _ : _^ _ ^_ _ ^ ^ ' ^ _ _ ^ ^s ^ vD ' ___ __: _ ' 0__ ' _;__L,0e _ \ ' _' 0 _ _, ' ____ ' ' __,0 ' __, ' o _, ' ÿ
__^__^^__" s

_de_nMC--x Pidenx/y
_ nO_a QUe rS Y _ SOn __eS de I_ media_CeS __'mos 28 > 2_ simplif_c_do 8 > a (I)
deMAYNCres_ct'Namente _ __MSYNS __o,____ gu_os_cy_c..x,y (__)
_ c_le MS -- AS = m y NS = SC _ e se _ A-Q//-_c -cQ//_-
' _ASN _ _Msc (L.A.L_ .) -
_MC=NA
_ AQ_a,QC=X y m_CQA=m_ C
q,, _,o,_.,,___,_,_,__ _n______c,,_,_ SetrazaNQ _ mKANQ=m_Q N= 0
De (lJ; 2_ + a > 2a + 8 (lllJ
__m8_ y28 + a+ m_C= m_C+2a+ ß
' AN _ Lc_ c_cule AINc. _ m qAy C < m _ C .
' _ mqANC<mqCQA
_ 0+mKQNC<m_CQN+0
_m_QNC<mqCQN
L N En _NCQ: (por teorema de correspondencia)
_ x<y (m
aa g e _ , _o _I) y (m: _ 6e_ _ con__c_6n
.-. x = y (met_o deI absu_o)
nJ __ B) 2 c) 2_ _, yM___ _,_,_, ,_,.
D) 3Jr2 EJ _ : _-o __ ___ '__ __ _________ _ '0_'__ _ ___ _' __ _' _ ___ _v :_ '__
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, ra_Iemas Qecreati_os ,,
Proal_m81 _
Coloque estos lápices de manera que Forrnen cuatro t_ángulos congruentes.
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Pro_l_m81
Desde un punto situado en el interior de un triángulo equilátero, tracemos las perpendiculares a sus
lados. _Cuál es la probabilidad de que con los tres segmentos obtenidos pueda formarse un tnángulo?
(veasela F_gura) '

o
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tefcero_q_ __ ___ (_ __t_ dt lq__tfgb) _ _bt t _ dyq__hl/_4_ _

cAp íTu Lo v TFiángulos

Resolución l ' _- ' la posición del punto P e_ el intejor del triángulo
Se utiliza el mismo rn_todo, pero requiere más - ABC. ___/ nde puede situarse el punto R
trabajo, ya que aumentan las elementos que L_amemo, ( a_ tado det tnNa,nguto equ__t,,
componen el pr0blema. Si la _ombinación no _a a_tu,a det m__
fuese una palabra sino una Frase, el nú__ero h __, + b + c que escn_
de alternativas seja dcmasjado elev�da.  La
solucjón es justir_cafse. a + b __ _ -C
b +c ___-a (I)
, :__,s''_'_'.,...o, _+c_-h-b
.__.dD_0d,_D_d__,0__,._d.;_._;..,,_.,,__...,_,__.__.,.,.,,,,.'_,__'_,__.'_,i___'__.____,,.._'',.''_,.'''_.,'_''_,'__''i'''''' !0''__...''''_.i''__..._''__,__i_.g'_,._,,,'_,_.._.___.li'_,..._....'_,iii.___.,i_;___?i, ''''''''''''_'''',_'__'_,ii____._,_iii'_..'_,___.__.i_ii'_,iii.___ii''__.._'__ii.'_.i...'__.,.,.,_...j_......__;.'._._.,......,,. Por otra parte, la suma de las longitudes de dos
.,,,,,_,,,_.____'___._._,._,__,___,,__.._..._,__.___..,.__,,?__.,__.'.i.!!i!''_!_,i'''' ____.____i0..,_,_o_0,,_g_A..,g.o0'_,__.'_.p_0,._..,,___,,D_D___,D:_.%''_,:_'o. ''''''_'''''''_'''_'"_i_'''.___'_ii__''__ii_'_''__..i__.,._.,..''_...'_i..___ii,'..i,_.i._.....,;._;_.;_.;,,.g..,..,,,.,_.,,, lados cualesquiera es supe_or a la longitud del

.......i._,_'.0_,_....,..__..,_...__..__,..___i'__,_...,''__._..._iii,.ii.'_..ii'_,iii.,_g_,__...'_^'_,.''__!''_,i'_'''''' ' ..... ' _'"'__ ' ^ _^ ^ "_^' ^ ''' i_' ^a'_ _''^'_" ___a' _ _'__ '^__ '^''_,, ^^^'__,, ^'''_,,,_ ^^^'_,,, '^''_,,,, ''^0_0,,00^'__, _,,_ _^',0_ ^'0_,o_'_,,,__0,_o,o____,,g,___.._o,D_0,0,0,,,_,,,_0,,_,;..;,_0.0..;,,. __; __'_.______i._ _i,,...,_,,_,.,...__i__i_,..._ii_'_.'.., __.._..;.;.._;?_.._.,_..... Es decir que
0,_.._._____'___,_'_,,;,,.__.,.0.,_._,,,'__,,'_,ii..__,___'_,i__._'_.i___''__.,'____..',.,,__...'_,__.____i.'''_,_'''__.'''_,i'''___'''_''''".',.. _'_: ___'^___'_______________oo0__,_,_._,_D,.,,__i.,l__li,.._......'___i__''___...i'_,..'_.iil',._...,.i_ii''__......_.__;_.'___._._,,D.. a + b > c; b + c > a; a + c > b (I_)

De (I) _v (II) _, > c_ ; _ > a; _ > b

Por tanto, a F_n de que con _, b y c se pueda
Resolución 2 Formar un triángulo, es necesajo qu.e cada uno
'de estos segrnentos s_a_menor que h/2.
. Para ello, el pu_to P debe situarse en el contorno
_. o en el interior del tjángulo equiláteroXYZ cuyos
( . ( vértices son los puntos rnedios de los lados _B,
' ''__.. . BCyAC (veáse la f_gura).

ara que se pueda Formar un tnángulo con tres ____;_,_,.____._,..__.;_,.,:.;,..___,.___;._.__.,__;....:_;,._,._.:____,;.;._;._._._,.._,._._.._;..,:;__;_,:..__;,__;...._,...........,;:..:.
segmentos, es necesario y sunciente que cad_ _______._;_._._..__._,..:ç_._..;_;,,..,;._,..,_._._..___,_.__.,..__,._;;;_.:';ç.._,.__'
segmento sea de l0ngitud infeiior a la surna de '_':'__________

_a posi_ilidad de fo_'mar un f_án__ulo con los _esto ueela/reedexyze u_.va_ea _/.4deia,
segrnentos a, b y c d___ende e__identemente de tota_ ___ robab_.__.dad ue _usca,



2__ __celD_) _7 mL_E) _8 ___D)t62o o Ba 4g _ 6oo E)xo9_8o _
0
rObIemaS _roDuestos

T__9UIOs pa__ l 5. De la F_gura, _ + b + c + d > 5460. Qlcule el
menor valor entero de x.
l. En un _ang_ Wo ABC, mq8AC = 4(m_C_) y
AB = 4. CalcWe el ___ mo v_or entero de BC.

A)l4 B)I5 C)l6 U c

_ De la__ =LC=NC, mqBMl=3(m_CAB). _
CUle el ValOf e_tefO de mKCAB.

__ ' _b
B

A N c
n)54o BJ63o c)6oo
n)2oo B)2_o cJ22o
D)23o E) 2qo

3. _ un _á�gulo  ABC, se __ la medi_a 6. De la r_gura, A8 =BC. Calcule x.
_ AM, t_ que BC< 2(AMJ. Calcule el m_mo
enterodem_CAB.

n)s9o B)6oo c)89o
D)9lo E)45o

4. De la F_gura, c_cule x.
A_020 c
D
_+200
Y_ o
_ x_
a 2D 0
Doa a a0

A) _ go B) 2o_ c) 22o A) 280 B) 3 I ^ C) 300
r
_ D) 26o E) 28a D) 26o _) 24o
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t_? ?_ _t ABcJ)L___y _s_ 2tal_quet_L _AH_r ys_)H_c,AL_ __ _, __Ac))8J68o0oxt _ayB_ oy _tB)87o0 _
€
CAPíTULO V Triángulos

7. M un tjángulo ABC, se ubica el punto P lO. De la F_gura, 0 - a < 290. Ca1cule el mayor
exterior relativo al lado BC. Las longitudes v,_or ente,o de (x _
de los segrnentos P_, PC y PA están en la _
ra2ón de l , 2 y 3. CalcuIe la suma del mayor
y rnenor v_or enlero que puede tomar AP, 20o

39cm.

A) _ crn B) 39 cm 2___a ,_?' x
C)40cm _ '
D)42cm E)44cm

8. Dado un tná�gulo,  la lon_itud de dos de
sus lados son _ y b. Calcule el mayor valor ,
entero de la Iongitud de la rnediana rela_va
al terCef ladO sablendO QUe a y b SOn _areS.

0+b+4 B _a+b D)8go E)86o
2 _ 2
l l. De la flgura, a+ß _0 = 250, calcule el rnenor
a+b-
? _j valor entero de x + y + z.

- D)a+b+2 E)4+b-4
2 _2 _D3,
2_

9. En un triángulo ABC se traza la altura
_ BH (H E AC) y las cevianas intenores ,

_=b ;cs = c ;m_BAc= 2(mqHBs) y

3a_
a+2b+c

A) 2020 B) _9go

_ _)4+_+_ E)0+b+2c D)2ooo E) _9go
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Lumbreras Ed itores. Geometría

l2. Seeún la ngura, MN//AC y MJV=NC, calcule 0. l6. Dado un tj�n_uloA8C(AB  = BC), se ubica el,
__? _punto P en la región exterior r_lativo a ßC, tal
a3a ' que Bp_pcym_c_
m_AP. .

D' N n)2oo BJ25o' _)3o_
5a '

- . I7. En un tri_ngulo A8C, se tra_a Ia cevjana_
0c �nte;o,Bn,  iai que m__c__goo, Dc__2(AD),
4_
, . _ m_BD __m_CA. Calcule m_AC,
A) 28o BJ 3_o c)32
DJ34o. E)36_o - 6)

l3. Indique el n_mero de tnánguIos escalenos
cuyoslados_oner_teros,yelperímetrodela _8 __,_, B__2Mc _ _v_ __
reeión tî1angular menor que l 3. _ '' _
' Calcul_ la di._t__c____ d. e _ a BC.
n) 1 B) 2 c)3
DJ4 ' _) 5 ,_

I4. En Un t_án_UlO ABC, Se _rOlOn_a iA haSta __ a\-_
e_ pun_o L_ tal que m_A_=3(m_C_) y ' - _
A8= Q cm, Indique entre que valores se ,_ . _
e__cuentra comprcndjdo AC. i_.. __
. / '''\ . \._.

D)2<b< 8 E) 8<b< l

Tr�ángulos  pgfte I_ D) I_ E) 1_

l_. En un triángulo ABC, se tfa2an la mediana l9. En e1 trl_-- gulo ._C1 se traza 1a medi__
B_ y la ceviana intenor AM._ las cuales se BM. Si rn_M_2(m_RC) y _C_2_(_M),
intersecan en _, si A_ = BC, calcule BM/M_. c_cule m_V_C.

n) 1/2 B) 2 c) l n) _8o _,! 36o c) 3o
DJ 3/2 ' E) 2!_ D) 28o E) 3_r
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cApíTu_0 v ' T_iánguios '' -_

20. En un triángulo ABC se trazan las bisectriz mayor valor entero de m_CA. Consider_
interior y exterior del vé_ice B y C que el triángulo ABC es acutángul_.
respectivaInente. Desde A 5e trazan las
perpendiculares,4My CN a dichas bisectrices A) l _o B) l Qo C) l 5o
(M y N pertenecen a las bisectrice__). n) 2g_J _) __o
Si BC + AC _AB = p, _alcule MN.
a_. En el inI__rior de un lriángulo ABC, se
A)p B)p/2 C)p/3 ub�ca  el punto D, tal que BD _ AC. Sj
_)p/4 E) p/5 m_C = rnqB_D _ in_CD, calcule la
- m_0AD.
2I. Se tiene _un tjángulo _C en et cual se
_ uhica e_ punto en la re_ión inte_or P. tal que AJ 300 BJ 370 _) 5___
AP = BC, m_C_ = m_CP y m__C = .J2^. D) 2oo _) 45o
Calcule _n_CB.
26. De la f_gura, DL = 4 y m_DC_90^. Calcule
AJ I80 _)24'^ C)360 Bc.
D)3oa E)42o ;

22. M un __uloABC, se Naza la cen_a jntejor
BL, tal que malRC=G^, mqBCA= I20^ y _
Al �  LB + BC. Calcule mqABL.
. 2 ; - _,,,,,,, _,_- _\ _
-' c)25o 4 ___B .. - _;,
D)3oo EJ3.5o . .___ i., i

_. En un triángulo ABC, se traza la
ceviana _nterior _D, tal que AB -_ cD y A) _- B) 2 C) 6
mqBA,?_5(m_cA)-_iooo. _ calcule la _! _ E) l2
rn_B_: ' '
- 27. _ad0 un triángulo ABC, en l3 región
A) loo BJ ___o __) _4o interior se ubica el puntu ,_, jal que BC_Cl.,
_) 1 6o _) _ go m_a ,o __D^?C = 98^ ym_AL = maLAC_ 8^. Calcule
m_CA.
., _. En un triánguloABC, m_C=3(rn_C_). Si
,. l3 rne_triz de BC interseca a la prolongaci_n A) 2oo g) 22o c) 24o
de la bisectriz i_terior BM en P, calcuIe eI. D)3oo , E) 15o
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Lumbrera_ s Editores Ceometría

28_ Se tiene un triángulo rectángulo ABC (recto A) 370 B) 22030' C) l5030'
en B), donde se traza la aItura BH y la D) 300 EJ 45
rnediana B_, tal que m_MB=m__C.
ca_cu_e m_c_. 32. Dado un tnángulo rec_gulo AD_ recto en
D, se ubica el punto C en la región _tenor
relativa a_, luego se __a C_ pemendicular
aD_(__DAJ, taI queABCyAD_son tn_gulos
congruentes. _Calcule el mayor valor entero
dem_C.
29. En un tná�gulo  ABC se traia la ceviana
intenOr BL, tal QUe AC=2(_)=2(BL) Y A)8go g)_go c)goo
m_AC+2(m_CAJ=900N Calcu_e m_BC_ D)91o E) 92o

A) 60 BJ l 70/2 C) I 90/2 33. En la región intenor de un tn_gulo ABC,
D) 2 l O/2 E) 230/2 se ubica el punto _, de modo que AB = C_,
/ , rn_C_ = rn_AC y m_A_ = m_CA �
m_BCE
. De la _lgUra, BC �  _C y AM =- M_. CalCUle 0. 300- _. C_CUle In_AC. _

_ n) 15o B)3oo c)5o
- D)37o E)53o

FDC _. De la f_g_, 2r_AB) = 2(_ = 5(BP). CalcWe v.
7_ M '
a_oo

_ 0 0_ p
A C D

n) 7oo B) 75o c)oo ' -
DJ85o / E)65o y -

3l. En la región intenor de un triángulo se
ubica e_ punto P, tal que A_ = P_ + BC,
maABC = 900 y m__A = 2 (rn_AB) = l 50. A) 280 30' B) 250 30' ' C) I 80 30'
calcul_m_' c_. D) 2_ '30' E) 260 30

22O
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DEF1__c__N x
Es la F_gura que resulta de la reunión de cua_o segmentos de recta unidos en sus extremos de tal forrna
que cu_quier par de segmentos no es colineal, los segmentos _olo tienen en común sus extremos.
Por lo expuesto se presentan dos casos:

A D

F_ur06.1

En este capítulo estudiarernos solo a los cuadnláteros cuyos vértices son todos coplanares.
Así tenemos a los cuadriláteros convexos y a l_s no convexos (cóncavos).
c

A D A D
Not8ción Notación
_A8CD: cuadjlátero ABCD _ABCD: cuadnlátero A8CD
, aA8CD: {ABuBCu CD uDA) _ABCD: (AB uBCu CD uDA)
F_u_d_
Los cuadjláteros reciben estas denorninaciones debido a la región que lirnitan ya que todo
cuadnlátero es un conjunto no convexo de puntos, es decir el cuadnlátero convexo y el cuadnlátero
cóncavo son conjuntos no convexos.
E_EMENrOt \ \ \ \ \ c
Lados: AB,BC,CD,AD \\\ ,,/'
_res angulares: _BAD , _A8C , _BCD y bADC _\n/
A. A los lados AB y CD, BC y AD se les denominan lados ,,/ \_\
opuestos. , ,/ \ \\
En todo cuadnlátero se pueden tra_ar dos diagonales. ,/" \\_
(AC y BD). A / \ D
_ _g 0 6.J
l _ denominan puntos coplanares a aquellos puntos que pertenecen a un m1smo plano.
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_
f
?
cApíTlJLo v_ CuadFiláteros

_ RO_ I_Q_DE_ fU N DAM E N___ES

l. En todo cuadnlátero la suma de sus medidas Donde
angulares es 36oo. 2p = a + b + C + d

B a+b+c+d
_ p c P --
_
Demostr0ción

a _o b C
A D
F_u_6.9 n
a
at_+_t__3_ m Q f

2. En todo cuad_látero convexo se cumple A d D

B (bJ
\\ b
'\\ _ C
\\ _// De la f_gura 6.6(b)
0 _/ \ c
/ \\ m+n<b+C
// \\ n+ Q<a+d+ c
_ / \ \ SUma_dO
_/ \ D Q +t<b +a +d
d
m+t<a+ +C
F_ur_6.5
2(m+n+_+r) < 3(a+b+c+d)
p<A_+B_<_
Despej0do
Don_e 2p--a+b+c+d y 2(m+n+_+r)<3(2p)
.N. m+n+Q+r<3p (l)
P--
De Ios tjángulos parciales
3. En todo cuadnlátero convexo se curnple

C b<n+Q
SUmandO
c<Q+t
n
<t+m
a
m Q ! (a+b+c+d) < 2(m+n+Q+r)

A d D 2p< 2(m+n+ _+ r)
_ p<m+n +_+r (II)
De(I) y (II)
p<mtn+ _+r <_ ._. p<m+n+ Q+r< 3
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''___" _'' ______,.__ 4 ___ _, __ç _^ - / _ _> _ / m?''
_ o_ l__ H_ _'n?m_? _y__' /,xv ____, n;__,, _' _x_4 ___ , _ _ 'X_

Los cuadnl_teros se clasi F_can de acuerdo al En la F_gura 6.8, se muestra al tra pezoide
p_aleljsmo de sus lados. Así tenemos _CD, cuya dia_on_ AC es p_e de la mediatnz
de 8D (M_ ). A la recta _ también se l e d e n o m i n ar RA p E _ o _ D E
_Je de Slmet__0 _ de ahl/ qUe eSte t'l P O d e t r a P e Z O l' d e
se deno_nina trapezoide simétnco y por la
Definlclón simet�a  respecto de _ ; (_ = AD) y (BC = C D J.
los trapezoides pueden ser de 2 ti pos:
_ aquel cuadnlátero que no presenta lados c o n v e x o s o c o_ n c a v o s
opue s tos parale los.

B
C

Trapezoi de Tr ape 2oi de
cóncavo convexo
F _u_6.9
A D
F_ura 6. 7 De igual Fofma, los tfapezoides si_né_n'
también pueden ser de 2 ti pos: convexos y
En la ngura 6.7, s_' AB- X _D y _c X _, c6ncavos.
determjnamos que el cuadnl_tero ABCD es un
trapezoide.
Aquellos t Fape2o_des, en los cuales una __ ' __ ' " _______
'J_ r_' _ __ ,_x_^__ __ \__\__
' " __ t^ _^ t\^^Sm
__4 _' m__n' ?_, 2 _
de la o_a di_onal, reciben el nombre de __ , :' _ ' , _ _ _ ''
trapezoide simé_ico, trapezoide bisósceles o "'__
contraparal elog ramo.
B

___,__'_m ' v
A 0p C _ 0 : _m_n__c____,n ''v^_ _ "

_x , _

D Trapezoide simétrico c6ncavo
_4__.8 _y_6.Jo
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CA P íT U LO V l Cuadri láteros

rR_PEtlO gt.___________________________ _c
D_fi n i c i 6n _ '_'' "''_:______ ____._____._,;_';_'____..;_.___.,.. _'_ __;_;_..',___:_;_,._._,..__;:_.,._,:'0_,0
_ aquel cuad_l�tero  que tiene solo un _ _''''''_''''_v_,0,:_,,,,0.
de lados parafelos_ a los cuales se les denornina M x '' ,,,,.
b_e8. _, ^''..;_::':.._,..,.,....._.. _

b tmtn_
F_u_6.l1

_ BN=NQy

0 _ MN: Base Tnedia deI ABC.
A _

En la f_gura 6. l t, si BC // AD, senalamos que MN = _2 --
ABCDesun trapecio. _.

_ L8do_ later8l_: Son los lados no paralelos.
_ _ _e_a: Es aquel segmento que liene
por ex_emos los puntos rnedios de los
Iados laterales. En la r_gura 6.l l, MN es la _'__g.'' _'''''"' ...;_dd"'''__ _.. ._' :

_ Attura: _ la distancia entre las bases del ,_ 00 ' ' ''D'''____.,..8,,.D,.dDD-., _. ...._ ' ' ''''''''"__'_,__,.,,.,,.,..0_____ "'_,... ' '- '''! _'' : _'_'_. _ ''.. ' ' '_;;.... .''' :.'___,...... ;_ '.-_....
_apecio.Enlaf_gura6.ll,PQeslaaIturadel ,,..,____'__;_ '''_'''__.,... '''__.._.... .._.'''' ''''''''__''__,'__.-._._.,;=;-,-_ !'_...... g,0_0;00_a0..1 ''''_'_'_._.., ''''''._'''_.:.__.:__.....
_apecio. .0o_.t_,' ',''_,_!___0_,0,,,____''0_'''_|_._a'__00_....,. ^_i'_D_.,..,0.,,.''''|_.i,...,, ,,._." i,?_,_'_oi_ "''_.:;.,_o0o.i_0,...i_......._..,...i........._''''''''_i______.8_._._....._i'__._,..,,., ..00__0,_ ,lil..0.,_..,,....,.,.,..,_,,,,,_,.,,,.,,., '_i'_i__.a.,.;.,,_''_.'____,_

Teore _ ''.;_,,'''' '_____^______,,,,__,,.,,,_,ii_,_l_..., ,_.i._ P ' n''_ __._o._'__,_^^'__,__'_,,,,_0___,,_'_,,,0_0_0_,,_0_,,,,0___,,_0_,d.0_',,.__,...l'_.,_,.,. , _. _.._..__'' ' , :_^^_, ''__,,,,_,,,_.___....i,_,..ii.,i.. :
En todo _apecio la base media es paralela a las ._._.0,,,,.,..... ;......___._^______'__,,_._i,_, i_.. ___i___ _;;_..._;.;..;,;.,______^^_,___'___'_____',,_,0_,,i__,?'...,_.i,.... ., .__0i '' _._:,:!__'.o_,_.'_._..'_''''''_i''''_''' .
bases y su longitud es igual a la semisuma de las _''___-0_ ___._ ,...._,,.._ ___d_'__0'''ii0_0000'_''''_'''''.....' _.,...,..__;.._ , ' ' ' ' ?. ;_;i.ei..;. _,'"""'"''''"'''"''''''_''_'',,',,,.., __i,._,_,.,___,,_;_';__-'''''_''"'' -'' ' - .;_.....,.:.,..:... _ æ'_^'''"!..i._,.._,,.,a_.?..,...,.,..,....,....._.....,_... _''''
Iongitudes de dichas bases. ____:._______''_...o._,,o,_,._,,,_.'_.,,._0'0,,.__......p_' "'_......i,.?.__.';:;_.._;._t,.,... ..........._.._.....'_!'_'__.;,, 0_'''_00__,0.0..,_'''__,D,,,.__d,,__o,,---,D..,,.,_.,_....,_=.,=;.D.D,d. ....._____._.__._.__._____,.___.....,..........!_...:_.;.;_.___:....,...:,_..... !i''_ii''_.ii_..''___''_.'___ii.'_.____.,___;.._.;:,_.__.'.__:__.,_..,,......,,.....,....,_.....,..

_m__iiÓ? Aqu_ podemos notor eJ uso de c_opecios paro Jo
Trazamos BN y lo prolon3amos hasta que eIoboraci_n de ciertos pincur0s (Mujeres j�_ines  en un
_teneque a la prolongación de A_D en 4. compo I 9l8- I 931), cuadro de Kozimir MaIevitch.
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Te o re ma Trape cio e scal e no
En todo trapecio el segmento que une los Es aquel trapecio cuyos lados laterales son
puntos medios de las diagonales es paralelo a las de diferente longitud.
bases y su longitud es igual a la semidi Ferencia '
de la, _ongit,des de dichas be,e,. B C

Demostr0ción
Se traza CN y lo prolongarnos hasta que corte a
ADenQ.Seobserva:

B_ n_C A __ D
_"__ _' _:_.,....''';:''::;.';:_,_'_,::''''.,__'_.:'''_:'''.,'_:.'_.:,'_.__':..':::.___'.''''.....,.:._...:_..._,._;.__,:;.__., ''J_ F_ura6.l9

_.''''''''''''''''_.:''_,:''''_:'''_,''.'''_''_,._.''':'','__'_.,__:__i__.:..:_~_Y,:,:___ En la F_gura 6. l4, si BC//AD yAB t CD, entonces
' ...___.__.__,___,5.__,^_.__; ,' aJ _apecio se le denomina escaleno.
X '____'.;_
', ____,____:____._...._._.;,.__:_.'''_.. Teorema
_.!;...._;.;._.;;.._.__.___.__.__...,_._.._... .___._''''__.''.'__.''''_.,_:.'''___.,,.,., En todo trapecio escaleno la medida de los
_g.,,,_.:_:___.:;_..._..._c_.___'_._:i'_.,.._..;.:..__._..;._,.,._;_,;____._.:_._..._._..;.;_.._;....._..._.._.__...;_.,_._,;..:_,_,.,'.._....._..',:,:_;,..._.._.,_.__,.__:,.,__..... __' ángulos deterIninadOs por una de las bases con
_..i_,:__.''_,''_''_,:_:',:'______'_'''_'''''' ''.. . .:_:_.__;____.~_:_;.;;_. ____'_____:::'_;,:_:..i;:__.:.__'_,__.,__'__',:_.,_'',::_::''''_,''''_''''''''',._'' .. _._. .: .,.._,..,._' los lados laterales son de diferente medida.
A Q'''''' '''''''''''''''' ''''''''' D
_m-n+n_
emOStr0C_Ón
J3 Tr_arnos BH y CM pemendiculares a AD
_Yta.
_ BH__CM__h
_BcN__DQN (_L.A.J
_ CN__NQ y __ _
Q_ __BC __n .''_,''_::_.._:_? :_..;,_..:...
_ MN: Base media del _ACQ _____:_.___.; ;_ _.:_'__''_';_:,_',_
__ __ __ a _ .''._:.,_._;._'_.!,..._b _ '''''''__:''''''...
_ '''''MN // _. C' /i'' _'_'_ 'o 0 _'':'' ''''':.___';''.:'____',:_:_,,.,,.._ ,.''_:..:;..:__.?;,.,,,.,;,,_____.:.,;.;_;',;...,....

- _j _a 0...._..:...:'__. ______;_... _'''':'''''!'_'' -0._'''''''
....,... A H p M D

,....'''._..._._'"'2.........,.... i F_gu_6.IS

Clasiticación Traza_nos BP // CD
Lo, t,a e,;os ,e clas;f,can de ac,e,do a _a, _ m_PH __ m_CDM __ 0
longitudes de sus latecales, debido a esto los _BHP =- _CMD (A'L-A')
trapecios pueden ser: _ BP __ CD __ b

'



_T_eortoedmogAt_r_0__0a0pec _ g _p D _ _ ___N _________1__u_6_J8 ftt_____________________________________/__________s_____________________________

CAPiTU LO Vl CuadriIáteFos

_ ABP (correspondencia) Demo__c_ón
Como _ _ b (trapecio esc_eno) Tr_amos la base rnedia MT
_ afg t Br=rA y TMl_
T_b;én m04Bc x m_cD _8_A: isoscéles
__ en un _,apec-lo escaleno uno de _os _ados _ B_ = MA
. _ _ b d. n además m__A = m__
faleS eS perpen lCU aC a aS aSeS, a lC O
_ _=D
fapeClO eSCalenO Se le denOmlna tfapec1O
r_án _l o. Tr8pe_o is6scel_
Es aquel trapecio cuyos lados laterales son
_ C
0 de l_Ual lO__ltUd.

B C

0 a
^
F_ur_6.l6
A D
En la f_gura 6. l 6, se presenta un trapecio escaleno.
SiABlBC, lo designamos t_p_io rec_gulo.
En la Flgura 6.l8, muestra un trapecio donde
los lados laterales son de igual longitud por lo
._o ,ect_, u_o e_ un_o med,.o que se le denomina trapec1o isó8celes.
deI ladO lateral nO _e_endiCUlaf a laS baSeS Teo_ma
__ a igu_ distancia de los _tremos del lado _ todo trapecio isósceles, la medida de los
opueslo. ángulos determinados por una de las bases con
los lados later_es es igual.
B_ C g c
0_a
,,,.,o, ' ' '' '' ; ;_

r0 ----- --------- - _ M , ____�''''_0,h  _,_ .,_;'_:'.::_,,''_.::,::__,'_,''''_.'''_:,.__;._::_,''_::___''_,:__:__,,,,,,,.

__,,i. ----,,,,_-----._;-,,,n. ..:' ? _;'"'--=:'','''''_'''_'_,'''__,''''''''.''', , , '
___.._,.___'__:;'._;^___! ì';''','_'''' __.'.
a ._:_ .,.,.'';_, _,'; _._:.____:_.. _,_'.
_ ______ s'!!_''''';'''''__''''0 __-__:_:__:'-__-:_____-_-:-,__'___,':.,'__,,.':..''_::''' .0'__
A ^_ Q D
__yra6.l7
F_ur06_l_

_ la fl_Ura 6. I 7, Se CUm_le dM = _A Se cumple a = 0
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Demostr_ción En la F_gura 6.2I , si AB // CD y BC // AD,
TrazaInos BP y Cß pemendiculares a _ determinamos que ABCD es un paralelogramo.
_ BP=CQ�h
_ BpA __ _c_D (L.L.L.) Teorema
_ a = g En tOdO paralelOgramO, lOS ladOS paralelOS
/s '_____ tienen igual Iongitud, mientras que los ángulos
' ' ' opuestos igual medida.
Teonm8
En todo trapecio isósceles, las diagonales tienen _ a p0
_\
igual longitud. _\\
_\

\\_
d_ d2 a A ' D
m_ur_6__
_a _ 00 .,'''''''''''''_'''''....___'''''0----'-.
D_ 0 Se cumple _ _= C_ '''_i BC=AD
_b_D . _ , ,, ' ''' , , , , ,, , , , , , , __
F_yr06_O _ 0_=&
SeaAC=d1yBD=d2
_,.....,., . Demostr_ción
se cuInple i__ .._.. _. ._____;,:____._.. . d2 Tfazamos BD y por ángulos alte,nos_
Demos__ción tle_e
_ A8D _ _ DCA (L.A.L.) _ rn_BD = m_DC y m_C%D = rn__
_ d_ = d, _ABD __ _cDg (A.L.A.)
además i a__ i _ _=CD, AD--_C y 0=ß

Teorema
En todo paraletogramo las diagonales se_
e f in ic i �n  1_nte,secan en su unto med_N
Es aquel cuadnlátero que tiene dos pares de
B c
' o o_
.,. :... _;..,...... _.......... L_

_ ..:; ' '''''''' ''' '.a ;. .:,...._;._;;...._._,,._._.:._,,:._._,;.'____'_._:_.::._.__...___.__,.__.':____._... ' __

a.::.: ' __'
___ ___ _D0
F___6_l F_ur06_J
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CAPíTU lO V l CuadFi láteFo_

Se cumple tlasificac ión

0 _0__oc '' ROmbOide
'' '' _'. .'=_''''_=''._ -__'_''_-' Es aquel paralelograrno cuyos lados
''_,il. BO= O_ , consecutjvos son de di Ferente longitud y cuyos
ángulos internos no son ángulos rectos.
Demos_4ción
po, ángulos alte,nos inte,no, B . . C
m_AC=m_CO y
m_BO=m_CDO
a
Seobserva
_ABo _ _cDo (n.L.A.J
0
_ AO=OCyBO=O_ '
b

'' '' '' '''''!'''''''''''''''''''!''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''-''!__''''!_!'''''''''''''''''''''''.'''''''i"''"'_''''''''''''''_'__i__i.__. F_ura 6.ZS
1'_i0.95__!.,_,, e_i_,._.__!'''__,i'', ' ''__'_,..,___!,_,i.__._.'_,.8_,,__.id....,_0 0__,.id_.0..__,_',__i'_,_ __00 ,.....,...i._ii._.ii_,ii'_ii'_,i''_i'' __ -_ '__'-_'_i__ '_" _'"_e'____'' _''___"^__'__'''_'"0"'_''^""''"_"'''''^'"'"'"_'''''^'"'"'^'"''''''_'''"'''' "'''''___,

E_ gránco muestra un paralelogramo ABCD '____^^''_,, Si en eI pafalel OgraInO 0 t b y 0 X 900,
, ^''__^^'_, entonces _ABCD es rornboide.
SeCUm_le __'__
_ ^^'_^'.
, PO = OQ y PC = AQ ____'__o,v En un rornboide las diagonales no son
^_^'^_'D bisectr1ces de los pares angulares internos.
i B P C _e_,
\\ a_/ __^^v
'\\ ,,,,,,.d,,,/ ' ' __.,'_,_,
\\ 0/// __00' Btb_c
, ò\ // __ ..::,.. .....'' ...:::.;.......:._..';._::,;._.':_._....,,,,'';..;,,,;....,..._.'._:_.___:..;.___':__'''._''''''.:'........;...;..;_.,,_._..,..__

' ..,,,__'/0 '\ __ .'..''''.....::.:......,.,....:......'_...,..'_'___:.'^_________:''__'_._;_:.:___..:..__.:_.-:..^_.'''''''''"''_'''!''''''''_''''_'''':.^_'''''''''''''''':':''''_:'':'''_'''::''_'':'::;'''':''::'':__:_'':'__'__^"''''
/_' \\ ___^^'_,o 0 ,,:_.__::_ '''. .,._:_.__"__,';__..___,''_:,'.,__'_'__
//a _, \D '______^^''''__,,, _ __'' _;:.,.:.._...:_..,.:.___,.____:_.,_____,_.:;;.,_._.:;,..;,_____,,___.,________.______:':____'__':_'"' '

F_ur_6._9 __DoP
o _ _' O_a,o_ A _ __
, Demostración 0__^0'_,,
''___^^^'__, F_ula6._6
e ObSenra ____^^',
,, maOAQ=maOCP, '_
^''__0^0', Secumplea_ß
_ m _ O Q= m _ O C y _'D0
. AO = OC ___id'_' Dgmostf_ció
, _ o _ _
_- CPO A_L'A' _ BC = AC = b y
?, _ OP = OQ y AQ = PC ____^',,_ rn_cA _ mqcAD =
ioF lo visto ue O es el centro de Sjme_ía _,.,. _
,. del paralelogramo. __'_'__ s_ a f _ _ a f b
__
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Lu m breras Ed ito_es G eometría

rEOREMA DE VARI_NON

En todo cuadjlátero, los puntos _nedios de sus lados son los vértices de un paralelogramo.

Demoslr_c(ón
b C Tra,amosAcyBD
B l'
\\ _ c PQ: baSe medla _A_C _
a \ \\ ,_ _Rs; ba,e ,nedi
/_\ R
p /l \\\ e_tOnCeS
\ c PS:basemedia_BAD _ PS//BD
_ ,/ \\
,l \\ QR:basemedia_BCD _ QR//BD
A' d s d 'D

F(8u_ 6.J9 .'. _PQRS: paralelogramo

Teorema
Sea ABQP y BCMN CUadfadOS de CentfOS O 1 y 02 reS_eCtiVarnente y Ar= TC_
N
ecurnple
i D_T=a2rP
B .
O_ M _'''mqo'';'0o'' !
2- _
! ' ' ''' '' ''
Q
A r C
F_ur06.35

Demos__c_ón
eamqABC=
N _P_C=__N (L_.L.)
a ,__; _ PC=_O ,
. ,,' ; m_PC�m_ANyrn_CP=mq8NA
0 . ....____, _____;___.J__:''' !', OtT : baSe media _RAC
: ' : __ :_ '_ ' ' '_,, ' ' '_,. ' _. _ : ' _ _ '. ' _ _. : '; _ _ :, _ ' i ' =! o_ r_-P2 Cy -o, r
__^'__'__._,!_%,0o_, C ...;_'':__'_____.''._:''''_:'_,'_'_''''.__:;t !
__ O^ '_'__..,_ ___'_'_:_a__a_^'_^__,_^_,__,^___,'_,__,,__,___,__'_,,'___ _ B. '. ''''j'_' ___..'''__''' ___ ,' ;03 02T : baSe medla
' '~____^^''__^^'^^''_^^'___'D,__^___^^'_,^^_,,_'''__,'_,____'__a^',,__,_,!o____0_,_,,,,_,__0_'a_,._,'>m_jD_' _.''_'':'i._:?._':._:_''_'_'' --- _-- - - - - - - - --_- - -- - -- M T AN - -
ì_ ''' _''"_____,_: __':,_____:___._,.;_.,_..., __.^_,,.,..g._,,,_,...v______;;.;._' _.....:..,..._..:..:__:._..,_.;;__..__,__;;..,_.;;';.;._i __' _'"' _ 2 = -2 Y 2

// ' _ ._.. ''_'__._:._~_.;___::__:.,.,Y.,___:_.__?____''______:;_____;_..,,_......a _!! _ _,,'' O'J7=02T
,/' j_ c..._.:;:_.,:.__.....:':.;.;::_:'^'_''^__,__,_,æ,o___:'''_:_:_,_','.'',_''_S.,._.,,_,,,,,,,, _ '' __,_
,/' __ .:__'_':_.;...;__"_ _'_^___'0'''_,!V___:_^',^'___.'... ; Se observa
'_ '__ i________'_~~____ a
__ , ,_ _ _i_'_____i:__ ! _D_FT: Pafalelo_ramO
X '__._;
a _' : +0+a=
A T C
n : +0+a=
F__ta6.36 _ x�90^

_ i_l m_0j7O_..-'90^
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CAPITU LO Vl Cuadri l_teros

T__m8 Trazam_s BD y ubicarnos su punto medio M. Del
Sean _PQ_ BC_F, CDCH y _I_ cuadrados de teorema ante_or_ p_a los t_a' ngulos BcD y BAD,C e n t r O S O
_ i 02 i 03 y Oq, feSpeC t iVamen te. se tiene:
Secumple
_ m_O_O3 = 900; O_ _ O_ �
_ H
F ' m_OlMOq = 900i 0_M = O_ = 0Q
_ _o,Mo3 __ o_o4 (L.A.L.)
_ D, 03 C =- 0_03 -- 0204, rn_O_03 = m_O402 y
X
Q 0_ m_O30_=m_O,04
A D
En_OJVO3M:
o_ 0+x= 0+ 900
_ O_03lO,O_
_ r .-. x=900

F__r_6_J7
_cumple C_op8_cul_
QO
_ 03 _ 02 04 0' 0204 l Of03 M !,
,_,, ... _ Y _. ......... ,, _ !_
_decir:x_900 _ B _
Ol'l____--_ ---------,ò ;------ P
_os__rión N- '. ;
_ H ' 9_ o0_!
F\ ,, ; A\\ ,'
\\\ _2, ' ; ''\\ ,/ /
P , _\\ _! \\ _
'_ ,,'__.\..,\\_''_
'_ -____ __'''____,'''_'''__"_.'___''_,__o'',__v',_;___'___._,....,_,__-_._,0!__,_,;_'._.__-a-_;-:-__--------__'''''''___-------- /'' 3'"'
' ____v__,__ ______._____.;__.?._'''i'_'''_'_;'__'''''____' _'_',,__,_,o,______,,__d__,__,___ i_,,___,o,__o_,.__00_,_ _,:'_____!_!__:~____.:_;_,_,______':.;_'_._:_,.:________'''ib ; / / \\
j _ - - _ 11 d _'^_^^^^^__^_^_' __''_,''O_''''____'^^o__' _ !
0 'll ''_',,.s:_,_,,_',_,_;;___..,..,,.,._\___ ,!!
\\ '__,._._,.__._,.__.^_,.._._.^__._.^.__.__.__..__._.:.: ;/D
\_ '''_''_:'_::':. \:'_,.\_''_.'''__'_'\;__'_ y''_'''_'1a , _
'\\ __:__:! ,,' seanABMN BcpQyAcRscuadrad_
_ _ 0__ 02 Y 03 reSpeCtiVamente.
/0_ \ \
/' ''. SecumpIe

_, 'J o c 0 o ' _ ,,_ i
_ t-23; y l....... 3__
_u_6.38 . .. ............ _ _ _ ' ' -- --- ___ __
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lu mbreras Ed itores G eometFí4

CU_DRl_TERO EQUl_Á1ERO _ _ AB a
nel AB :PR//AB y --_---
ea un cuadrilátero ABCD, donde AB = CD y
m_AD + m_CDA = l200. E _ _ CD a
neI_BCD:RQ//CD y �-=_
B
'' ' Por lo tanto, rn_RQ = m_det. _g_ =60^.
C
a De lo cual el _PRQ es equilátero.
a
Teorema2_ _ _
D Al trazac exteriocmente el triángulo equiláteco
. 9o BCP, el triángulo APD también es equitátero.
Ufa6.
_ P
este cuadrllátero el ßfOfeSOc JaC
Garfunkel del (Queens Coltege, New York) en ...,/._ ' __ ._
_stap(_Mu_ s�(onJournal  3_7_32g en ,.,.'__60O_ _ _
1981, lo denorninó cuadriláteco equiláteco poc ,,_. ' ' ' ___'''_'__'''_
lo, teorema, que en e/_ ,e cumplen. b ... ' ,...,,' ' 6oo ''''''':''':;:;'''_,.:''_'....._..
., ..'.:_.. ..,,_::_.:.._:.,,.:;_:'' b ': .._;__._.:.__._;,..;__.,.,.,.,.,
Teorema l B o. _.,'_0._6' ''''' /_''?''' _ '__________'___~___;_,_________:;_:____,_____ _
_os de _as d_,agonales y de_ lado _n,..,....,..,._,_ ' __:___::____',.__'____:_:__,'____..'.
_'____'_____ b a__._._ x'_\
SOn lOS VertlCeS e Un trlangU O eqUl aterO. ' ___ __ '', .,_:__...,
a ,_ 2400-�  ''''''''_;;:::.....::':...::...;.._.'_._...
B :''''''',_,' _ '__''_^'____:'__..
R ,''_'' ^'_:__'_::___,
' ' ' '\\ C A _ ' ' '
a , ' ' ' \ \\ F.
__ _ _ _ - - - - - - a
P
0 _ Demoslr_cJón
_oa ' ^_
Sim_AD+m_C= l20^
F_ur_ 6.9l _ m_AD = _n_DC = 2QOO
.'. m_BP = rn_CP �  600 + �
Demos_c(ón yco,noAB__Dc__a y Bp__cp__b _os tn_a/
Sean _ '_ CD '_ 0 Y a t _ __ 1 20^, reSUlta aUe ABp Dcp son Con ruentes, entonces
la medida del ángulo determinado por rn_iA __ ,n_cp_ __ g y _ __ p_ __
, A_B 6oo Como
yCDes600m_det.__ --
rn_PC = 600 - 0 entonces
Sean P, Q y R puntos Inedios de AC, BD y BC m_D -- 600_
respectivarnente. Por lo tanto el _AP0 es equiIátero.
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CAP íTU LO V l Cuadr i láteros

Teorema3 _
Si se _az0 los tná�_ulos  eQuiláteros APC, BQC y a _.
BRD en un mismo semipl0o dete_jado por _. P .. ._,.;,.. ,.,:.. :... '' .. ... _''..:'''' ..... . _. ..
' '' ''''0 ,'

0

o ,, :;_ ':, __: ''_'!_ _ : :_ _ _ a _ . O _______,_;_;_'__;_;__::;_;,____;___. '_'_'___;; '_.;__'____; :_:__._:; ___ __;_;_"_______. __;_; __ _ _'_ ___:______: ' ':: . __ ___ _: :__ _: ''___'______. __. __________:_____.____:__.___ _______________'___. __________: _ : . ' ::_''' _''______;___:____ __:_; _:_____ __:_____ _:____:_____; _____;_______.__;______.______._;_. ___;;_.; ____; _'_;__ ______ _: ___/___._____. /''
_ A Q D
F_ura6.95
F_ur_6.9J
Análogamente al caso antejor, el _AQD es
Se deduce que P, Q y R son colineales y Q es equ__átero po, _o tanto m_Ae ,
punto medio de PR. tn.a/
Demostr_ción d e congrue nci a)
R _ PQ __ CD __ a y m_QA __ m_CDA __ ß
o?,____,__'___'_ _:_:_,.,,
_.''.0..._.i_'''_;:i''_' '..,._,_.,.:.'.;_:_.',...:::.:'.:..':.._. ..:'.::.__..:_ O
_....,,.;._,.___.:..,:'...,'....,...;.._.'''_;___;,...;_._:;..;_.___._'__:.;._.;.:,.:_,.._._.;_._._:::''_:.':__._ ..._...._..:_ 0 . D
''''''',':''''__,_'_'_,_'''_'''''''_,_''_i'__'__.':''':_';_:.^:._.__;___.:/_.____.__.__._:_.,:._'''..':'''.;_''_ J600_ _
0 ' ' '' ' ' _______________._:__'__._____;____.________'_______.__m_:_;_;:m_.,,..______.__.,_;___.,___;_;__._____:_'__;;'_:__,,;_:__.:_..;.;__,.. .... , ,... ..... .. ... ;. .._, .. .:__';/__; ' , l ' '

_'' . ............. 0 ___'__,.;:._..:__;__.;_.._._;_'...'_._.. _. _.:_.___ 0 ,, __
a_..;.'''_,';._,_._''_',,'?__;'''_':_?,.,:.:...,..;'_:'.D''''''''''''.''_;'.,_.....'._.;._____;.__;._.._;_..:._;.,.:;___.;,_...:._.;___._..;:,..;:.:.,.,...............n a _'';;',,;.':'::,:''_:_''',''.''''''''''''''''''._, ,,' ',

_.' a!0_:_:'______,:_.__.::_,_.,_.. ____ .. ':_______:,____________:_'____:.___;____;:__.__:___,'__________:__;______:__'__.'___;,::_.v_:'___.:v_._''.'_:__,;'_'_,'_''_._'''_,__'_:'_'',,'__''_,:__:_,__:'''_,,_:_'''__''__:_:',',''_,'_';''___;'';_'':_._.;_:,,__ _ a ' a '\
_ ' ' '' ' ' ' ^ ^' ' '__ ' ' ' ' D ,, l ' n _l
F_ura6.99 ,J, D 'l,

Pbr el teorema 2, el triángulo AQD es equilátero
__ así rnaAD_ __ mqßDR __ 0. Por lo tanto, 1os F_ur0 d.9d
__gulosABDyQRDsoncongruentes(postulado s_.ABcD. a + _ _2oo
_ COn_CUenC_a) a + _ + 6oo __ 1 8oo.
_ QR __ AB __ a y m_Q_ __ rn_AD __ a .'. P, Q y R son colineales.







__DEA0dt_enmm_qcF___g_(nsINenFo_d_oyfa_c_n___a6_____v_yl___ro_rf2/_valom_r+_enntero)1 sD2ea R_pAeldsuoeoAD6on_00))u_04__ca/tl__025yo_____n_B_fttM9fl 6o_oo__\0Bt_F_\)_o_y1_5_6__ot6to_____tLD8_N6poo______LcE_ )) 2__/3Nbc0__q?___b?__D __

rob_emag Qesu e_tos _

Proalem8 1 Pr_Dl_m8 2
_látero ABcD, se ub_ca _ punto med_o _ _ _zoide A8C_, m_AD n m_CDA = _;

o y BD �  AB + 2(BFJ. c_cu_e e_ ubican los puntos M y N respect ivamen te ta l que

n) _ 1oo BJ 1_9o c) 1o8o
D) 1o6o E) 112o
Resolución

F_g ,\_
_mv L 8 ____\_q

_m !_ '\_00_D,

'97 _a_b_

AB--2m,BF�n  _ BD=M+_. . AM
el punto _ se _aza _l // _ DN
2m+2n L 2m - D_
nel_ABD:BL�LD�  _ y _�-  SeUblCaLenAD,talqUeAl=a,
_ _A8L y _LcD son equila/ te_os
_ lo cu_ _ = m_ entonces el _Fl_ es isósceles: _BLD __ _ALc (L.A.L)
m_F_ = m__l -- 0 _ _ngCAl = _n__L �  0
COmo_l//_ y m_BD < 400, entOnCeS En_BLD(ánguloextenor)
m_lD<400 a+ g= 6oo
Del _Fl_: 20<40^; 0<200 (I) _ m__ _ 6oo
LUe_O la m_CF_ �  900 + 0 _M_i y _iCN son equjláteros.
De (I): 90+0< l l00 se ob_e_a: m__L = 6oo _ g
POC lO _ntO eI mayOr V_OC enteFO De donde;
m_CFE= l090 m_M= g

__\__'_/_/' _AM__p_ (_)
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cA p jT u Lo v _ Cuadri l_teFo_

Análogamente que lo ante_or hopiedad
m_Cl=m_CD x+MN _ _+ 6
_DCN _ _LCP (l.A.L.) 2 2
_ DN=Pl (ll) x+MN_0 + 6 (__)
De (I)y (ll):A_--DN
Reemplazando (I) en (ll)
_. _Dy=I x+ x

=a-c+6
t_al_m83
Las diagonales de un trapezoide simét_co 2
se intenecan en el punto O_ de modo que . x
= 3(AO). Si luego se _ las pemendi__es
J1P, _Q, CR y DS hacia una recta extenor, tal Que __^^'....,_,........,....._....'_..._.__..,,___,.._,,._0__;,''......'' ,,0_,,__,._.,_.;__:_o.;_:_::_,0.n!_';DD_;a_D_._,Do_.
8Q = DS - CR/2 = 6, calcule AP.
A) 5 B) 6 c) 7 PfO_l___
D) 8 E) 9 En la diagonal BD de un cuadrado ABcD, se ubica
__lu_ón el punto _ y en la prolongación de _A, el punto _,
si el _áneulo F__ es equilátero, c_cule AF/_D.

"' 2_ J A!! B)2 CJO,
l_' ,o e _ ,,,' D) O,8 E) _,
A ,J ,_ ; ,J Resoluctón
�  a,' , ,' ;2C g c
P s0 _J6,_ ,,_ ,,' ,,.,,0,__ 0

____6._9 ,_g___0^'^_,'',,__^_,'^_,^_,'^''^_^'_,^'__^,^^,0'__^,^'_^''___:,.
_enAP_x .,.'':..'''_;;.:''.';.,,.,.,'_''_;',''':'''':_:.'- 0, _
Sea Ds _ _ _ cR _ 2c N _,_'',''_,''''__''_''_'_'_-;_','!-:___,;_;___.;___.__-_.:._......._.__.._.. _.;...,___:_'_.___;_..__._;_ _,_0 , . ,..\,...,,.._.......,...................,.........,,.....,...,.....,...,.--__,_-______________,__-_________,_____,__;g___m_-___--______.om_. _

_ ubica el punto medio M de AC, luego se lraza ,6_ _ A _ D

' _ el _apecio ACRP; MN: base media _ 6.S_
x+2c__ x
--__ _D y
_pecios AMNP y D_QS (OO' base mediaJ
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Lu m breras Ed itores G eometría

Se traza AN, tal que la _n_AN = 450 Piden x
_AED __ _BNA(A.L.A.J Para que _F_ sea el mínimo recor_do
-_ _ se sabe que la m_F_ = m_FG = a
. equ_N_a_ tero Se prolonga GF hasta _ '
_F_ = _F_ (A.l.A.J _ _'F = _F = 2
_ X=O
X
:. -= l TeOrema
Y
:_;_,_'_'''_'_.'''_0___~___E_m5~_:__:_a . N C P
_''_'_'_''_'^''''''_'_',;'_, ; ,_____:',,:'' 0 , 0

Pro_l_m85 ,t'_,....;.....

En la f_gura rnostrada, ABCD es un cuadrado y H _.__ ___'_
0 ___':,__:._ __:_'___:__. _ _ .._;::__. _!'' - '!_.-,_ _. ..- ;'-: -''.:.:_'_';:__._ 8-__ -' -
(_F+FC) es la longitud del menor recorrido para :.:__::__:_:_____. .,::__.____,:_.___._.:_;__.__ ._'__ ' ...;'' ''' ''' ''' '' _'' ' ''''
''________m_____''___''''c''_""''_'_"'"''_' ''''';... __':__ '^__

NC = 4 y NQ = 6. Calcule x. ;_:,.'_.:_,,_'_,...__,:__:......:.:.__'_.::_,'_.:;_____'._:..^ _ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ': ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

D ' ^
F_ura6.5_
_
Si AB l CD y MNPQ: cuadrado, entonces

_ ..ibB__._'C._ _i..

_ a N Demos_0ción del teorem_
D X ' se tra2a_BHlM_Ny-c_
obsenra _AHB = _DLC (A.L-A.)
A c D :. _o_=CD
Aplicando el teorema en el problema
A) 37o BJ 53o c) 45o _ G = PQ
_ 9�NP+6
NP= 3
Resolución _ FNi: jsósceles.
.'. x=450
B _! C
__0 o __ 0 ..,...^_'''' ________ _:_:__;._
45_'' _2
a', _roDlgmg6
_!F
_ En un trapecio rectángulo ABCD, recto en A
a
, 6 y B_ Se UblCa en la Ce_lOn lntenOr el pUntO M,
tal que AB = M%, rn_D + rn_DC = l80^
X 0N _ _
_ CD = {m y el _20Ide BCNM eS S_é_CO
4 y la mqCMD = 90^ Qlcule la m_DC.'

G ^ _
F__6.5J D)450 E) 600
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CAPITU lO Vl Cuadril_teros

Resolución Re6o Iuctón

B 0 c B
_?\_ g0 0 37o_ __0
_ \ l430
\_ _ _ 2g _ _
\\__\ _ _
a O_\\ _
0 t_
_
g 0_ _ _ N0---_-
a_Qa_, x '/, ^'^'_'
_ '.,__
__ l800-x xa /,,,_
A^ D 0_ o_
A
___6._
_r_d.5_

Pfdenm_DC=x
Deldato
m_D + m_Dc__ 18_ Se ObSe_a m_C =
_ mqAMD=l800-x
Wegom_MD=x
0mo Sesabe _+m0CD=
2 2
m_CMD=
MN__ND _ 'cN__ND __ e _ m0CD '' 370
- - Enel_DC_'
O CUal BN eS _rte de la medlatn2 de CM y - -
e tr_ FN l CD _ _CNF' no_ble
=a
de donde NF = 36; NC = 46 y m_CFN = 53^
Como
a+20=3600 _ _+0=l350
__enM _''CD
o_x_ _8oo 7_ '__+ND
_ ND=36
_, X--45
FN_: is6sceles _ m_FD = 45
__, �_  _ x �  530 + 45^ = 980 X _
_ J
Ml_ma7
Pro_lema8
O Un feCta__UlO ABCD_ Se tF_a el tfa_eClO
_- _ eles iMC_, lal que _eAB, _C//AF, Dadoun_apeciorectá�guloABCD,rectoenA  y_ _
_ 2 ( _ _ a m aB c _ _ 370 B, en CD se ubica el pun_oM, __ queABMsea un
2 t_ángulo equilátero. Si maBDM = 2(mqM_D),
_ule mqC_D. c_cule _a m_ g.

A)9oo B)85o c)89o
D)95o E)98o
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_ss AseeedaetAtrrm_Ma_a__n_oz2aN_a/as__MM_N__m_BNsNHqDBBtlc__Nt__aMB_M_l__8MyNq___2u_lp__s Feomo_/4g_m.rs_cud2gNe__a Bml2tesNoB6sD__.ms5_5__s___M2ggD__M_m__ 2_g2_ga D RpDE_N_e_lneMsdloe__tdAlnlbua__actAR0s_oeARcnm___ Bxe____sd0_l_2xaa(B_a2cFR_4g)x2_ _pyQR0_pr_gg0/_6/_Bc_.s_c64__x2N_a__M_ D_x2___ _22M_p

Resolución _r_ D Igm g 9
B ,0_n_ 3oo C ............ ..0 H h ;, ;a py _, P A p Ose ,b.,c, e_ p,n, ö; ne P; _. _ _, _, :, cQ' ' ' '
, _ _ _ _ _ _ _.::...::'''''''' ''''_,'_,:.,__,_.,,....,,.. ............os " ' Y _ _ _ ' ' ' ' ; '. : :,_. ' :_m _ _ 2 ( B c) y R D = 4, ca ícu _e Q A R.2 _ -
--_--- 8 __ _ __ __, Dj g EJ 3
2m . ,

x

Pl'denm_B'"X
Como
BM=MA _ CM=MD

Se traza MH l BC, _ BHM: notable (300 y 60^) e A p. e t, a _M A-D
dM _ 2m _m DM=M p_, R N_ N
QN_ base me d _a _ A _ R _ _ N _ -_
_cHM _ _BsN (L.L.L.)
En_BHM _ QR_Rc
30 + 0 _ 600 _D_ base med_a _ Q c
', --',50 , . 2+_,
x= 30^+0
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cAp íT u lo v _ Cuadri láteros

_to_lemg 10 si se ubican los puntos medios P y Q de HM y Ml
respec_vamente, t_ que mqEPM = m_Qi = 900
EnlosladosAByBCdeltnánguloABC,seu b ican _ Fe Ac. _M+ML _2 _c 3 _ad_.st_c_.
los puntos P y Q respectivamente, tal que BQPT
es un trapecio i_ósce1es. (BQ//PT7. Si AC = 6,
m_QT -- m_AC Y TQ -_ _, calcule T_. A) 3 B) 4 c) 6
D) 7 EJ 5
A)2 B)_ c)5
D) 3 E)6 Resolución

eSOlUClOn

r x ..g

o._...,..,.,,.,......:,...,.;:___._.__._._;_.._.__.._.,..;,.;_.,.,_.;._,,:;;_..;;....,...,...... 2
''''''"______:____.;__. /____'_:___________._____._:_____:.''_:.________.___:.___.__:___M__. .''_,:''_.,_;.'__,_,._,',,;'::_,'_:,.__:'_,.:,.__:_,__,:_.:_.,_,_'_'__'__''___'_'_'__'_'___ __._::_0
_ ..,?_i. ;'' __.:X,._,_:_.,.....,.... :': :_'_''_'' _. _____,_:_____:______:_ '_?._..... _''..'.:''''''''''''''''''''',.','_,_,_'''''''_!,!_,''_,:'':_.___'''__,'''_.''_'''_m'''''_'''__::_''_.:__''''__._,_:'''.:'_,_._..;.__'_,.,___._,.___,,__,::_,_:_:_:'''_._.,.____.,.;.._,,,',__,_.:,'.............n^ _

' 6 ' ' ''' ' '

F_Uf_6_57 _den
_P+FQ�x+y
_den T_ = x sea HM = m__, ML _ n_
_a maPQT = 0 _ m__r = 0 Por dato
De donde _r_ // __c m _ + n _ = 2 _
,o _,so/ sceles T_ep. p_ __ rQ __ a _ m + n = 2
_ __ Se tra2a M_ ' // HA y MF '//LC
el _BC; Se t Fa_ Pl//AC: Pl = 3 b_e medla
_ __'MF': equilátero
_ _T_LP es un romboide. _ ,F, _ __M _ MF_
'' X = 3 _Ar_': no_able (6oo)
'' c _... . _._y _ _ _ CVF': notabte (600)
''_''''''''_''_'""'_''''"'''_'''''_''''''''''''''''''''''' _ AT=m y CV=n

m_l_m81t 2+ 2+m
EnDHM_A:x�  _2 (IJ
_ la región intejor de un tnángulo equilátero
-i8C, se ubica el punto M y luego se tra2a 2 + 2 + n
-H_A-B H _ _ - - EnDLMFC:y= -2 (Il)
eAB yMLlBC L_ BC ,ade In_S
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lumbreras Ed itores G eometrja

Surnando (l) y (lI) Piden x
8 +m +n Sea BC__AD__a, AB__CD__b,MD__ _
2 Del dato CP __ AD __ a, P_ __ 2Q
como m+n __ 2 _DN___ _CP_ (L_A_L_)
_ DP __ D N __ 2 e ; r n q C P _ __ m _ N
+2 s _ A_Dbt.
.'. x + y __ __ __ 5 e PrO On_a O en_endOSe
rn_ND__ 90
'__.._., _ '_'___,0^ ,_ ^____' E'''' .. ... .E.. . ' _ mqCDP __ 9 O^

_MDN. notable 53^ _l270
Pr__l_m_1i _
En el gráf_co, ABCD es un romboide. Si _ __ CP y l 270
i0 __ 2(D_, ca_cu_e x. '' X __ 2

Pro_l_m813
De la f_gura, BM __ MC y AD __ 4(ALJ_
Si AD + 2(A8J __ l6 cm. Calcule lM.

A) 530/2 BJ 370/2 C) I270/2 8
D) 143o/2 E) _53o/2 A_0 . D_

ResoIución A) 3 cm B) 4 cm C) 5 cm
DJ 6 cm E) 7cm
0 _O
'''_ Resolución

b ..;'':''''''''':''_''' M Q_DC
b. ;...',.._._,._______::.._..,._;.;;yi_;;___,,_'_::.,0 0 _ . . .. ... ..,. ,.,,,, ., ., ., ., ,. .. . ., .; .,_ . ;,.,. _;_;.'_.;.,___,___ ..___,__.'__.':_ ,

0 !__.___,_..,.:: '''_''''''_,_''_'_._..''___ __ _:_:. ._''' ,_ _';'.:_''''';:'' _ ,v______ _'_; ."''':'____',_' ' :_. _ , ..'_._. _.. . .'' :''_ :'_ .'__. _' : ._- ,'_'
A __0 . .. 0,..,.._..:_._.____,v'_,_.:__,:,'__.,.!.._.,,__;,:_____;_.y.'_' ' ,,,,...'__.__.:._.:v,:_._,._,; ..,.. . .........,..,_._.:.:,_;,,..'D'.;;,,. .. ...,,..,''_._'_ '' '_D ' -.,'_''__M,'.';__s '._,i'_':_:_. ____._:.__;y,._:_''"_' .,,,:_.,.; _ '''''__'''''''_._. _ ,.,,___':^'"'' :;...;_.:__:.'_:.'v__.'_; .....ç.... ....__:'_,_'_.;,,..,;..,__..,.,.........;. ',.','_':;__..._._.._.._,;..;.;._____.____:.;,..;.:._._;_.;_,.,.;.,._;.,_,_'_:''' ...___,:J_

' '' ''"''""_' ' ''_'' '_ __ _' ' ' _ _ _____ __:_____,____:_'___ __ ' ' _' _ '__ /_ _._ :'':_' _ '' _ _ _'____'^'_:y_^___ __ ,., ,. __'' .; .;''______ _ ._,_._________ /,__.:,._:___;___;.:;':___:.''______'___:_____:___________ _______:_'_. :____.__ _ ';____, __,: ''''_.: '''__,,: ''_,:__: :'_,,_ '_ '_ : /_ _'_ ______:_ _' '
N A L r _ D
_
F_u_6.59 F_ur_6_6O
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CAPíTU LO V l Cuadri láteros

Piden LM=x _den MN máximo entero
SeaAl=b _ AD=4b yAB=a como_c//AD-_,
Se traza la rnedi_na CT del _ACD
4b
e Sabe CT = - �  2b _AB_: isósceles
2
-_ - Setraza_l//CD:
nota que AB // CT _ Ml es base me_a del _pecio
rn_lA�  900-y
a+2b ___: isósceles
2 Comom_l=maAL_
DeldatoAD+ 2(_)-- I6 _ AE_AL_a
4b+2a= I6 _e_tra ec._o_cD o, Fo __
_ (_)
+1+a 7+a
:. X=4Crn =_=

_____ _'_ __.______.:__.:_E... B _AB_. po, ex_.stenc_.

Dando la forma a _a expresión (I)
7+a< l7

ABCD. Si AB = 5 y _C = l, catcule el mayor valor
MN< 8_5
enterOdeMN.
Por lo tanto el mayor valor entero de MN es 8.

:;._..:'_'. ___''._vE''''? .'''''_.'::_..:.:...E.!.. ...;._._.
M N
Pro_l_m815
2
Do 2 ,900+v En e_ g,a/F_co, AB __ Bc, AM __
A D
trapecio isósceles. Calcute x.
A) l2 B) 11 c) 1o
D)9 E)8

_olución

t5_lt
B _ C M
2y_ ,x _.
9___.
a '.

2. '_ B C
90O_' 900-_ ,90^+Y
A ' L D
t__I_ A) 750 B) 82^ C) 760
F_u_a 6.6J D) 74^ E) 84^
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Lumbreras Ed itores C eometría

Resolución Resolución

A B a C
__ 0 '

\ \ __
a _\ _

'\ l a N L a
M \\ _0 \ _
37a_ ' . '''____ a"
127o/2 ......, '_\ 0 ' /O_.\._ /_
a '___ . j.___:_ . ,r''''''__a
l 7_'_/'_ ...___ 0 . _ _ '__:_:.''\_53o
____\_________ 0_ _ _.', _ X_0
0 53^/2V>, A M sq a i 2 ;D
' ' 2_ C _'''_.......' .....,.,.,._
a/2 ''':\:_'''' _.''. '' ;
F�_ura6.6_  _ _ _..:!,
ì__'_ _a
Pid_n__ __ _
SeaAM=MB=C_=a _ pordatoBC=2a ___....o_
'__!
E__MBC:notabl_ _ _!
e
F_ur46.63
n_ABC:nOtable450
En _C_ se traza AC y c_ma es trapecio p_den m_MD _
isósceles: s _ -cD B-s3 7
O e PrO On__ Y , aS a qUe a ln erSeCCl0n
m_CM'_ rn_MC__ _2 SeaQ_
530' _ s 530
Como _C // AB OmO _ nOta e t m __

37o 127o _Bce. ,otab_e 53^ t ce _ 2(Bc) _ 2
x=_+_ ' 2
Se traza ND, dado que ND = ML = a
_. x = g2o _NDQ: iSósceles
t maNDl=53^
.c. .L. _vE.. _. _:' Corno m_DM = x
". x=370
Pr_al_m816 �_____:_____  E'...____.,_'

En un cuadradu ABCD, se ubica el punto medio
S de AD. Si luego se ubican los puntos M y L en Pr0Dl_m8 t7
AS y CD respecti_-arnente taI que JMNLD es - -
- 1 n Un trapeClO ABCD BC//AD, se ublca
un rectángulo (N _ BS) y Ml = AB, calcule Ia _ p -
e PUntO en ,ta QUe = �  . l
m_AD = m_CP_ y CP = 3, calcule AD.
n) 3oo B) 37o c) 45o
D) 28o E) 33o

25O



_En__cc_lxoDn_gp3vftxou_re6n?gtc_eax9_ltaednmo?or_adm_oKancgD_u_xL__o_m_ya_yor_ _on_ ___ t /__ _____D__ /(2o B_ _ ____EexJ2_o__(o?so_?)

CA P l T U LO V l Cuad ri láteros

Re6olu_ón _ro_lgma t8

B De la F_gura calcule x.
\_ D
'. Y a
'\ _
\_ _ 4_
\_\ _,_0

'\ �  a
g _\Y,'
_ _ __D
t3_ X
_x_ 3_'
F_' y_06.6_ _ 5_0a

_den_=x A) 1oo B) 12o c) 15o
SeaA8 = BP = P_ = _ _) _gu
Se prolonga CP hasta L: _PC _ _Pl(A.L.A.)
_ il _ Ci _ 3 Re6olución
Tr_amos_p C
__p. m_AP _ m_pA _ m_AL _ m__ 44o
' - - 3OS
_AL=3
OABpl: _fapezojde sjmétnco , _ m S
__Y Y _
m_LA= _n_lP=y ,_' H !_
__il__Dic(L.A.L) s ,-/'' O' ?. _x
maLCD=m_lC= y __ 0Q'_- _ 5_
. '. _ _ m _' _
' ' - _ _' -_' l
_ClD m. m/_?_ _x" 80^
_ X ,_ ,____
_ LD=LC=6 '_ _,/ __4_ _ O'
...__+__ ______ó_~' _ 0
o _ _D_ _ _ ' _

_ ___ _@_ _ _ ' _ _ _J _?_n _ _ ____m _ _ _____ ____'__ 5 _' __ __ '_ '_ _ ^ '___ __ __,_ _; ___ _ _ :_ ____ _,'_ F_y,a 6.d6
_ _ ___ __"__n"__ _--____ __
; __ _/ _denX
Se tra2a AL tal que Cl = LA
B ___ _ LAD '
: lSOSCeleS _ Al = AD __ a
_ Mel_ClAse_azaCH _AC _ CH=YA_m
C C ,
a a ComoAD=_ ym_DA=500
g 0 s t A_ _ _ BN _
_, p _, _ ' c_ , Q_m ' _CHL_-

F__ _6._ _ -
X Se_aza
Sj c>_

__c____p _ _ AS_m
_ Como AS = AQ, por el recíproco del teorema de
labisectriz.
__D _ m_BA_mg QBA_
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Lu mb reras Ed itores G eomet ría

En _ CDB: 2y = 70 + 30^ _ y = 500 _roDlgmg _0
En _ABDC: x + 500 = 400 + 300
n un trapecio rectan/ gulo, ABCD recto en A y B,
.'. x=200
;_ m �  m yBD = 2 AD-BC. CalCUle
C_VE ; _ : ' ' '' '. _ ''
'_'_'_'''_''_''_''_'__'_''_''_''___''_''_'''_'_'_''_'__''_'''i''''''V' mqBDC.
ProDlem819
A) 80 _) lOO CJ l2o
De la flgura, BC = a y _D = b. Calcule AD. D) _ 4o E) _ 5o

B C _
0 O Reso_uc_.o,

C
Bt a +b-a_L
_^n _ '-_._ ''''!_,'':_.''_m__:_,_::._'n_::::,:_,:___,_ '__ __ _ ..;_'______- n _ _^_.._____:. ___._: ___,____,___
_ '''' ,_'''''::''_..:_''_'''''_''__,'_;_;___,.__.;__,_;_:'___;;_i;_,,__:_;_;__,;.;:__X__:__ ____ ' ' ;
a, _ b s p _ " _ _ '__; i: __ ' _ __ __ ' :. ; ' :. ' ' _' '_ ' ' ' ' ' ' ' '_ ' '_ ' ' ; ' '.' : ' :'': ' '' '_,: ' '' ' ' ' '' ' ' ' ' ; ' ''_ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '_' '' i ' ' _ ' ;
__ - a _ '' .. _ __:_________._:;_.__;..:____::__^__^_?_ b _ a !
o _D '_,,.,.._:' ____________''j !,
___O _
a+3b B) 3a+2b C) 3a+b _ _ _' ;
D)2a+b E)a+2b ___' b-a ' x ;

_o_n A,___ . . __!
b
a_
B c _
0 , O _Ufa _
; L
; !, b _denm_DC=x
M! !, SeaBC�a,AD=b  _ BD=2(b-a)

a, ; ; D Se prolonga BC hasta Forrnar el rectángulo ABLD.
____ 0 !0 D__ ,
^ N s uego en e rectanguIo ABLD se tra2a la diagonal
t a_ t b_ BD
AL: AO=OL=- =b-a
F_ura6.61 2
_den AD �  x En et _c_o se tr_a _s _ _co, como _c_o,
Se traza lS l AD: SD = D_ = b (teorema)
- - lSOSCeleS _ CS=
e trazaCNlAD :AN= BC = a
se obse_a: rn_cD _ m_clA = 9oo - _ Se traza O_ l CD: _LSO _- _D_O' (A_L_A_)
_CMl: CM = ML (l) _ O_ �  CS
Por paralelas: m_CA=m_AC = a
_AM=MC (IIJ
_C_O: notable (30^ y 60^) _ 0 = 30^
AM _ ML _ClS: x + _ + 300 = 900
Por teorema de los puntos rnedios AN=NS�_  ._. x = 15o
.'. x=2a+b
___/__":.__::.__;0_vED C_''''''4'.._.. E,'...E._'.;..

Z52





_Lares_0>0_?pu_0e__?_0o_0snta>?_____e0s00>0?_a Flf__m00_t___a,_00______mcc__0_>_DD_a00__0___000_a___ ___?__0_0__?_____0_>??___000?0_00___?___0_?__________/ 00_??0_______0_0_>?00_0?0___>0___n__9_x_m_?_0?0v?_ )___0tn__ __

lu m breras Ed ítores Ceometría

Resolu�ión  l Re6olución q
Si dindimos la tercera flgura y ubicamos como a. Formarán 20 cuadrados
Se mUeStra en _ráFlCO tOmandO COmO ladO la b. _ m_' jmo p_a un teblero de 4 x 4 es _ o
composición de Ias dos pnmer_ flguras. f,,has (,er so_uc;o/n en e_ table,o _)
E_ máximo para un tablero de 6 x 6 es 2 l_
____n_:;, r,chas (vea la solucio,n en el tableco 2)
(solución hallada por Nathan CapalloJ

B ____5______, ,;,__,_,m_
_?;n'___,__m_,,,,_,,, _ __,_"____';,
G____0
R l _/, _ _ _ _ _ 0 0 ? 0 >
B ò 6,. ;o; a 'un ,,,d,,do c, ,.b., _ U _ _ _ _ 0 0 > _
.vá ' U_O _____0
7_blero l T_blero_
__ A ?_00 ? _ _ ? ?
El m__mo pafe un table Fo de g x g es 33 F_chas_ _ g _
(,ea ,a so,uc,.o,, en e, tab,e,o 3, s,. e,ta ,o,,c,.o,0 0 _ 0 _
,ue de,cub,.e,e po, Tom _um,y _.pu, _e
B 0 ___ _ _ 0 0 _ encon_ Fa, una so_uc_ón me_oc?
0 0 0 _ 0 >_ ,_________

Resoluclón3
Cuadrados de m�s  (ver dibujo)

_ _

0 n----_ 0 0
; _m____
_ ? , a 0

_n_!'
0 U 7a_l_3

2_



_D)_532o_ _ __ ___E)5337ooo_ _A) _8oB3_o_, B_A)o26coo3_ot cD0JH37oo

0
fOblemaS _fODUe6t06 , , , - , , , - , ,

I. En un trapezoide ABCD, 4(_B) = 3(BC), 5. EnlarlguratABCDy_FGHsoncongruentes.
_ _ Ag + cD m_B_ _ 53o ca_cule S i _ _ �  _ C; H P �  3 y _ P toma su m í n i m o
3 valor entero impar, calcule mac_i.
m_C%.

n) 127o BJ 12oo c) l 15
D) 143o E) 137

_. En un trapezoide ABCD, se ubican los _ ,. p
_untos P y Q en AD __ BP, respectivamente.
Si (Q _ AC)t tal que los triángulosABQ y QP_ o ' o
son congruintes, calcule AQ. Considere que
m_Q_ = maQP_ > l 20^ y AD = 6 cm.4 .

A)4cm B)3cm cJ5c_n
D) 7 cm E) 2 cm

_ _ un romboide ABCD, maBAC = 45^. D) 30^ E) l6
Si luego se tra2a la mediatriz de CD que
interseca a AC en P y contiene al vértice B, 6. Según la F__ura, ABCD es un cuadrado.
calcule _a maCAD. Si BP = 8 crn y Q_ = 9 cm, calcute PQ.

AJ 150 B) 370 C)-2 B i c

_ _ rectángulo ABCD, se ubican los puntos Q
medios N y M de AD y DC respectivamente. Si
después se traza la altura AH en el triángulo
, CUya lOn_ltUd eS 0, CaICUle la dlStanCla _ y

2a
a B It5a C - A)8cm B)9cm C)lOcm
D) _8 crn E) _cm



_Bl_A_d cD c _DB DA)_3a_/_2 _ EN__) Qa_t

Lu m b reras Ed itores C eometría

7. En un rombo ABCD, AB�20,  se ubica el Il. _ un rectángulo ABCD, se ubjca el punto
punto N en BC de modo que DN jnte,seca L en BD y se prolonga Cl h_ta P, t_ que
a _, d;,gona_ _c en M. s; 5(Mm __ 3(DmJ y Cl = LP. Si lue_o se __ Ias Pe_ndicul_e5
m_DA __ goo c,_cu_e la d,_,t,n,,_a de_ unto PHYPra lOS l_dOSAD YBA ,eSPeC_V_ente (H
_ ' - enAD y TenAB), calcule m_ClH+m_ClT
mediodeACaDN.
n)9oo B)15oo c)_8oo
AJ 3 B) 5 C) 4 D) 1 6oo E) _ 35o
D) 2,5 DJ l
l 2. Según la F1gura, ABCD es un cuadrado. Si A_D
g. En un ,ombo ABcD, se t,a2a exten_o,mente y CDF son tján_ulos equiláteros, calcule LD.
ConsiderePQ=a
e CUad,a O __, de mOdO qUe D = _F y
O__
= 18. Calcule la distancia del centro del
cuadrado al punto medio de BD. B P C
_
L
n) 7 B) 8 cJ 9 ' '
D) 1o E) 12 F

9. _ la sigw_nte ngwa, AB = BM = MC. Calcule x.
D
O
M A)2a B)a_ C)3a
'
B
I 3. De la ngura, ABCD es un cuadrado. Si BN = NC;
x m_NC �  530 yAM+4(MDJ �  a, calcule Nl.
__ , a

B
n) l5o B)3oo cJ 22o3o'
D)45o E)36o

IO. En un cua_látero ABCD, AB �  BC = CD. Si A
en B_ _ ubica eI punto rne_o M, _ que
AM = 5; BM = 4 y m_BC = __ caIcWe AD.
0 0
M D L
n)_ B)_ cJ_
AJa B)a/3 C)a/2
D)_ E)_ Dja/5 _
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___ _ __ _ t__ _t _ _ Dcal) cJtulem__AtcN _ yE) ___ _Lc _

CAP íTU Lo Vl Cuad r i láteros

l_. En la flgura, ABCD es un rectángulo, Calcule la _n__.
si _ = 3(_C) �  l 2 y M_ = MC, calcule ML.
A) 8oo B) 5oo c) 4oo
L
B 0 C
M _
18
, M el CUadrado ABCD, se UblCan lOS _UntOS
M; N y P en AB; AD y en la re_i6n intenor,
, a respectivamente. Si MNPD es un rombo,
A_' D B_ _ - __
= 3(LC) y NP n BC = (L), C_CUle -.
n)2 BJ3 c)6 A)2_ B)2_ c) 3
D)5 E) 7 2
4
3
_ En Un rOmbOlde ABCD, Se UblCa el
pun_o medio M en CD, luego se trazan 19. En el cuadnla_tero A8CD, mKADC = 900,
_ l BM (H _ BM) y HF _ _, (F_ AD) t_ que m_AC=3oo, BC = _ y m_CD = 3(mg8CA).
BC �  2(HM. Calcule el menor valor entero c_cule m_cA.
de lam_CD.
n) 12o B) _4o cJ 15o
A) 750 B) 760 C) 770 D) _6o EJ 1go
D) 78o E) 79o
20. _ un cuadnlátero ABCD_ AC = BD,
l6_ _ Un l Ca_CiO CeCt_gUlO ABCDt dOnde _ m_c_D_3go.m_cA_22o m_Dc_3oo
es la _lura, se ubica el punto medio M de CD.
Si postenormente se prolonga 8A hasta el
punEo P, tal que las distancias de P y B a _A A) 2_ B) 220 C) 260
swnan 24 cm, calcule MP. Considere que D) 28o E) 3oo
m_PM=m_.CaIcule_P,
2l. En un __gulo A8C, se _aza BH (H en
A)29Cm BJ l2Cm C) l8Cm _c), dmde su _' d _ 8 _ _ _e
DJ 20 Cm EJ 26 Cm 3(_ = Hc = g _. calcule la longitud del
_ lug_ geom_tnco de los centros de los
IT. _ la región extenor y relativo a BC de ,ec__ ulos __nscn_tos en el _. _
un p_alelogramo _CD, se ubica el que un _ado se encuen_,a conten_-do en A-c
punlo _, de modo que m_C = 900_
m_ = 2(m__; BC n _ = (P), A) 3 BJ 4 c) 5
BCn_D = {_; BP=PM__C y MD = 2(__. D) 6 E) 7
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Lumb reras Ed itores Geometría

oeF_N_c__N _ '

Sean P_, P2, P3,...., Pn__, Pn puntos distintos en un pIano con n>2, al unir los segmentos
PlP2, P_3, , , _ Pn__P,, P__ Se FOrma Una línea Cerrada_ la CUal FeCibe el _Ombfe de pOlígOn0_
Dicho polígono tiene las siguientes propiedades:
_ Dos segmentos con un punto común no deben estar en línea recta.
_ Dos segmentos cuales_ quiera solo pueden intersecarse en sus extremos.
_ En cada extrem_ común concurren _olamente dos segmentos.

E_EMEN_0t
_ Los puntos P_, P,, ...., P, se denominan vértices del polígono.
' lOS SegmenlOS PlP2, P_3t .. N t Pn_1Pnt P__ Se denOminan ladOS del pOlí_On0_
_ Dos lados del polígono con un vé_ce común Forman un par angular y determinan un ángulo _ que
se denomina ángulo interno del polígono.
_ _ segmento que une dos vé_ces que no son ex_emos de un lado se denomina diagon_ del
polígono.
_ La intersección de los intenores de los _ngulos de un polígono recibe el nombre de interior o
región intenor del poligono. Los puntos del plano al cual pertenece el polígono, que no pe_enecen
al polígono ni a su intenor, conslituyen el ex_e_or del polígono.
_ Todo polígono es una linea continua cerrada.
inlenor del polígano

x, _' ;x'_\ _,_';___4 , _ ,n_'5
Notac_ón ;;,__, y .,.t,.._x.,x,,,,_,/,,;,_/;l?___,/\,_____, _ ,, ,_ ,,, ,v ,, , R_, __'_
/gono p p_p___ p ^^'' np ;, ,__;,;M_'\_'''_-_-____'____%__'_ ,,__'_U__;_,_''_'____n___-'';';_^^'''_''''''''_'__ ' _, _
_ l 7 8 _, '___c____'_____'__,__J __ "__~___,_,_,___/_J'_'____ _____ " _';
' _ ;' ? __,^,_ _,, ,:;_,,,_,?,,_'?__"___,M,,,__,_ __,,,___, _, _~,, _____ __,% __, ,, _,_,,___,_____,_,',_,_ _,__. ____ _' _' ,_5_,,__ _q_'_; __,
'' '' _? _,,,,9__,___._.,_Vv._________,,____, %' _:___,__\?_, _._ .__ e,?_~^_^^__^__'_^",_______________?..__',?_,,e',_,q,__,__,_____'__'__,___^___,Y__''''_"Y _ R;
'' _--?_ __ m-___- _ _' _m _ _--_- _/_ ___K'__?_ ,___ o'n " ___ _, ?_ ,_^q ?__ ,' , _ ,,_n_' _ ?_ _?' _ ,X
_',q ,-_s\_--\,-.-:_____,,mm_ _ '__,,_ _,e,,eq_,oo___,, _ _'_'_ç_.,,q?_ _ , __ _M_,__,__,,__,__^__>___, _ _____"" __
_ces. D. . . __'. ' ___:!_9'___'__'_,?,,_,_,,,x,_,_,,ce_,,_M,_,___V^_^_^c^_'_____,'',_, _,_,_,,,,_,s,,,_,, ___\_',__.!/4___ ?'_?',;,___, _,_;_____,a__,_
=_ ! ' _' - ' '=' _ " ''V' , ,, , ,,_,:__,_%_______,,,___'_______w__:_,_'_,,;__,_ , _,,____,,;,'_;___;;_____,_,,'__,,,y,_,,m,__:_____,_____ :?__J__:___,____, _______,____,,y,_,,_, _' _;
Lados:P_P2;P_3;P_q; ...;P__ R2 '__,_,?__",__"__'_!___m^'_;,_v;_,___o'__!\__,m__,_,___,_ _____'____^__:______'__^_V'_?_, , _''_!' '______'''_9 ____^'_ : _\ /
_ ,y __ ____,,,,____v__ __ 'v',_,___/__,,,,,v,,,,,__?____q_ _ ____________L,_,,,,_,,_c,__,__, _,_,__ 5'i_ o __ _v_ ' '
_reS an_UlafeS_ _ P1P_3; _ _ _; _ P7P__ _''''n__ '___ _ _"______ __________^__?_,,_'_^'_go,_____.,,'_,n,;,.;_,__^,__ _____:t:''___/_, ___/_-..__._-_..?5;''_'_n___^__ . 7 "'_;-_
g,, p-_ p6., ... ' ; _ _ _ ;,n ?_ ' 9 _c C ' __,__ ;, ;' _, _ ' R _ ' _ ' ' ' ^ ' ' ' ^ ' ' ' ' ' ' ' _ _ ' _ ' :: ' _ M W _ ' ' _ ' ' ' ' ' - ': ' ' - _- ' ' ^ '? _ _ ' _
: '___'' _, ,,_,_,; ,_,__',,_, ,, m_,\,x_'_'J
exte_ordel_Ií_ono
F_y_ 7.l
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lumbrera_ Editore_ C e_

_ ' __ e n ' _ ' s ___?h_ e s__ n ' 'y____ ', ,_ '
;_ ____ 0E,,_O_MO__ 5s_ '_ _, '__ 'X v_h_, :'_'' ' ,,,_v_, ,,__'!_
PO_í_ONOtO_VEXO
_s aquel pol(gono cuya región intenor es un conjunto convexo.
_ '_'_,_',n_\___ 'd_'__ ~ _, ,, ___,__ __, __ ____^___,__n _,,_'__'=??_'__'
_s__ _"__X___n ___"___ ____ _ , ____ ,_', _?_'___ ^0, _
__,___ _^_ ' ____ ^ __ ___,______ _ _,
^____,h _'x_, ; __ ; ,,,___ç _,__ ?___? ' ?_ ,,,_ ,___?_ ,_? _?' ?__ 0_
_ _, _ _, :x' _ _ _ _ __?? __u _? __ _ ;__9 _?, _m,;__ " _,;__,, ,, _
__5_,,. _ _ ,____,_V,"_,__,n?_,%__5_'_, ?s_,,_ ,_ , ,,__,____c, _
_ , '___4\ ' __, _m,x_v_;N,W,' .._^^" 9 _ V .'6?____ "' ? ______9_,
__ _ ,\ ; N' ' '__,_/v %,,_ _ _ _ . _ _Ls ____ __ _,q r,_00_
_ _. _, _ _, _? _ __ , 9n_
_,_m _ ,__,?, _C_ '^?__,___ ?,? _j , _9w__ß^c,____?__a___,,
'__'_, _5;�'X  ___nx___s ,_ n?___,____c9'_ _ , _'_m____,,
El muro muestro _Iígonos cuyo región interior es un conjunto convexo. A dichos poIígonos se Ies
denominocon_exos.
iolíGoNo No coNvuo _cóNcAvo_
Es aquel polígono cuya región intenor es un conjunto no convexo.
_?/' "''_____ __ ____ -,____,____,_c________y_L_9_:-9_,x__
'' ,�;''  _ , c ____4_?_e
_ '_x/ '^_n_ __,',______ _?'_ C,_? '__, :___ _^ __x_'
'__'_ " '' ' ,___^ _,'__,__,?m_?_n_,__ '_'_____~__/__x'
_;___^__ _^; m _S ,9,_,v,_,%_v___'_xq__ ' ': _' __,__ ,; _'?? __,
_ ,_,__'__,__ \, , __ __ ____n'y' __,__'_s? ,___,_m____, _ ,,___, ___,__, _ J ,_ ,,, _?,___,__,
_;___g_ ______ _ _.___h_-_/ _?___; ' _ ,, ,'_' '?_;?,__,___,_v _ ~ _,,___'_~,' ,, __,,_;__,__'___,,__?____c__,__,_____,_,______,?_,
_'__________C__' ' ';____m,_, \;' __,',__'____c__? _ ,,,_,,_,v_ __''_c:_;_c__?_'________,_,, v_0^__ _"____ ,-___
__ __, _,__ __c _ '_,.,O _aG _ _ 0_?0__;
\ _ ~e _______ ,__, _'__9,__ _? " ___,____, g ,?_,? _ _. ' _ _ _,_,D?_ 5_,,___%_,^?,?
Lo pi Ieto deI jord(n muestro un borde poligonoI cyyo región interior es un conjunto con_xo, osí se
denomina o este _olígono como no convexo.
tO_í_ON0 EQU l __ERO
_ aquel polígono cuyos lados tienen la rnisrna Iongitud.
b b
a a

_ 0 b b b b
0
_ligono equilátero conv_o Polígono equil_tero cóncavo
De las nguras antenores podernos asumir que un polígono convexo o un polígono no c_
puede ser equilátero.
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CAPíTULO Vl l Pol ígonos

iO_i_ON O EQ_ l_N _ U _O
Es aquel polígono cuyos p_es angul_es son de igual medida.

a ' ' ' ' ' ' ' - - ' __,,_,0_,,,._o__,_0_,o_,_,__,_o___,._0_._,.,._._d_D,.'_,,..__. __o.D0., ' _ ' __ ' _ '_. _!''''' ' _. ! ! ! '!!_'_.__. .._ ''__'_ _, __,_...0'?'._.___,.. ',. ' '_,_.__.._?_ ; :._'.__ ? ;'x, _ __ ; --- _ -- _ _ ---- _ ----_ _ - - ---- _-- _ _ - - - - _ - ' ' ' - - - ' ' - - ' - ' '
Oa a ,,_'Sy.? ___0__'___'^' _--=__-_----_;'''''''''''''' ' ' _'d_..__._i.i__i,i"__h' _'_ .n
_,.:::..._.'::_''i'''_.__...____.,___.i';__?___'_.'i.;.d9______._____.?u_______._. ___i .'_,il?_:__,__:,___.__,_._..__,::._:_.___:___:.;:__...;_..,:__._..;;_.;,,..;',. Lo _ección axiaI del cristaI
a0 '' ' /.:__.':____._,____...__.._5__._._.;__i_.__._._..,i'__..?..'_.._ii._..i._,i'.__i.''_,..'i..'_,.li.._,ii_i..._,i''_.i._,...''i.''_,.i.'_i...''','_i..,.l'''_...i''.''_ii.'_ii.''_... ' ', ' ' " __'______,,,_,,_,,__,_'_______!._.___;.,_.__.:',_/'''''''_______.' (magnetitoJ nos muestro un
'' :_.,::__:'':_____''''''_i.'_,.'_ii''_,.''_ii''_,.''_i.'_ii'_i''_,i''_..''_,i''_ii''_,i''_.i''_,i''_ii''_,i''_ii'',i''_ii''_,iii"'_,.''_i''_.',.''' __ ________^'_'_,D_^'__,'_,,_^'aa__'_'___,_,_M,,__',,'_,:_;._'___ ex_ gono e guiÓn gu Io.
aa ;___,__.i.__'y_,__,____,__,,_,_,,,,0.' i____oo_,'___,_00,oPd00'ooo_O__,,_,,,'^^_,o_0_o_,o,_,^0o,,''^___00o0'_00,___^'_,,,^__,0___,,'__,,,'_00'_0_,'_'^__^_'__'_^_,_,_,_'__'
a a o --' _._-: _\-, : __ _00 __ 0 ' ;d 0, _ __,,, ,_ ,, ,_d, g,, ,_,, , oD_, ,_, ,0, o ,0o o_,, , ,o, ,__.. _ ,,. ._ ,,. ._ ., ., .., ,_,, g, ,., ., ._, _ __,_._ ._ .. _._ __ ,,,, _Rt'_' __ : _ ; ___:-- __ _; = _ _-- __ _ _- _;-: = _-:; ;---: _--= _--:; _-:; ;--:; _-; _- _ _-:; ;-=; _=_ _-- _---_
'' '_'^__'_., ., _'_'__'___',_''',,''_,'_,'''_''_M'''_''_'__, '''0__'_'__'_,_ _L,0,__'''__'' __^^,______;_,?,'!__:___'_ '':_',:_i__._' :'':___

La F_gura muestra un polígono cuyos pares angutares tienen igual medida, por lo que a dicho
polígono se le denomina equi4ngulo.
También podemos concluir que todo polígono equiángulo es convexo.

tO_í_0NO RE_UUR
Es aquel polígono que es equilátero y equiángWo a la vez.
0
a a
a

a
a
a
a
a

0
a '
a
_uro7,3

En la Fagura 7.3, obseNamos un polígono cuyos lados son de igu_ longiIud (equil�tero)  y sus
respeclivos pares angulares son de ieual medida (equi4ngulo). A esEe polígono se le distingue como
regular.
Todo polígono regular se puede inscribir en una circunFerencia y circunscnbir a otra mientras eslas
sean concéntricas, es decir, que tengan el mismo centro; el cu_ recibe el nombre de centro de dicho
polígono reeul_.
Se denomina á�gulo  centr_ para un polígono regular al ángulo cuyo vértice es el centro del
polígono reguIar y cuyos lados contienen a dos vértices consecu_vos.
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Lu m b reras fd i t_ res GeOmetfía

_ __'.,;___'___'_____'_m__ov%,__,____?_,_,,-__-______'___-___ ,, _,___ ,__, ,,,a,,,% ,n.___ _�_,____,___  ___,, "_
_ ß v ____ \ _0_mnc_9__ ?m___', __/ _Y __'., M' h' _:x''''//___;_'_,_.-e_, _s'-_-___ _- _'' -_;,.t_'''''' ___ _'_ _v__' _ __~ C____ _,_ ___^___'___,
_x_^'m',__-M___ _-----_'\___ _:' �_  ____ '_- '_,-/_o____c__,_,! ____ _--_--Y5- _,_e_____ _: __ ___ _,___'',_o_^'_''___'_''_'__'_^'_^ _'_ ' ^
/ !_'_________._:'-,'-' _ % '0J___ _____-_n___?___'__,i_______,?_J __''_'___' ? ___,'_'_^:__0_' '
i' , , \_= -_ = \, ,, ' ' _ ^'-__ m_ ,O^'e__^__________,_:; _'____ '
o,__ , '' __,..,,-,-,,n;,,,;,,;;-';_-''!'_ ' '' ' , '',;,',,_/_'y/,v.__,_,,,',_/,__,?.._,,;',_,,;_,;' _____
' 00 'x__>?_ c ___''x_ _ ,_______3 E_ '_i_'i'__%___''0jq__ _^
,_' F ; _?mv___^_ 'a___n______?i___?_m__:____---_ t ____-_'_;'____w_;-_c?,___ __' m_____,^__ _____ ,_? '
_' / __q'_'_,q,wocw,,___,c,____D,__,,o_,,,-;^, ;__,________' ___s__ ,'. '__,_. n,_ __,,, _,_?__d__D0_,,_?___.?_,_,____;__,,_,:_-'
,' _n _, ?_^___,^_,,__ ' __ '_._^^^^_^'^'_';,__',___ , ^'___ '__c_____,,,?,__,,_ __?___c'''__ _____''___,__^'___'^'___^,_,,____,__,,,_,,,_%^_^,,^,^^'_,,^^_'_^',,'^^^'_ G C _ _?
, G_ _ _ q _ _ __ _, ,,, _ ,.__,,_, n,_ e; ' __ _ _ _ ', _ '? ' m _ ç _; _ ' _ ' ' :_ ; _ '= __ 'o___ __ ___ ' '. ', ___c,,,___,, ' ; ____,,, _ ; ___ '_ _ q _', o ' ^ _ _, ^ _^ ' ^ ' '__, _ '_ ' ___ __ ___ __ ' Y '___
o __ ;.,__,'_ _, ;?,____,_,,, __ 9 _ ^ __, ; ;v,,_ ;__ _,_ _ '_ ___, ''___,_ _ _''_'_,_,. '',, _'o_ ' '_,_ ' _',, ^ ^'_, ' _o ^',,_ _,,_,_. :,__,,_ _,__ _;'_,__, :__, ____,,,_____o0 _c; _,_ ' '_, _', ___ __, __ : ____ ' _, _,,,,,, _ _ : _ _ _ _ _,,_ ,_, v_, _, _,,, _, _ ' __, ' ^o,,,_'_,v ^' ''__,, '''__ ' '' __ _ ' :_ ___,m _ ;;, __ _c, _ ' ;, _, :.,,,, ^ ' ^ ^ " _'n_' -
y _resencio de Ios _oIigonos reg__Iar__ es
i_portante en tos diseños arquitect�nrcos  ya
seo en techos o pisos.
__m_RE DE __GU_Ot PO_lGONOt
Ci__os poljgonos, según el número de lados_ reciben un nombre e_ pa_icul_r

__FKoDE_s _ _o__ _ b __. _ '_, , , ^' _
- y'^__ '''~'_^ _^'^'_^'___''_'_''o'____,_ ,,_'_'" '''
3 tFiáng'_lo ''''n ''' "' _b_ n'
Q c u ad ri láte ro _ :_: ' ._5 ' n _. _
5 pentágono ' ^ ''_ ;_
6 hex�_ono  n'_' _sx_'- ,,,
7 heptágono _ __ '__ _'n ;"_ _, ' - - _

_ non_ono o ene_on0 _____ _''__^''__^^'''__'_____,' _ ' _
l ? decá_ono _" '^"-" __ n_ n ,___ __?^'_^__0 ___T_'X _
l l l undec_go_lo _ 4_'x4_- _o _ _
l2 dodecágono ____''"^^^' ' " _',,_, . _
l 5 pentadecáeono :'__y _ ;_._____ _ ' _ .2 O
l 'COSa / _OnO c,,,do l,s ,g_l,J,, e ,teJ;,ie, est,_, ,dhg,;d,, m,.e,t,,,
uno distribución _oligonol.
A los demás polígonos se les menciona por su número _e ladus, así diremos: _olí__ono de l 7 lados,
polígono de 29 lados, etc.

PostWado
M lodo polígono el número de vé_ices es igual al número de lados e ;gual al número de ángulos
in_ernos.

Teorema
M todo _olígono, el número de diagonales tra2adas desde un vérticR (N^ D_v) es igual al númern de
la_os disminuido _n 3.
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; cA,_,
olígonosV

j V3V

1 V4
__/_n_

Vn

_c,_J,_ _-;,
F_gura 1.9

P_r4 e_ poljgono de 9 _ados

,NOD)v=l = Q-3=n-3 ,?,__,, _ , _
_ _m,?
(n: # de lados) ? '^^_, ,,_5_vv__'_?__y;'_v
4 ' ___,_:MnY'
_____ _ ______'___ _,e__
_ _ _r?____e__^___
'__n ;v ,, _,,m_v? , ^ ^^4_
' ,_n___,___,,____,__''5__:
__ f7uorito tiene _ _aras de formo cuidronguJar.
_a el pol_ono _e 5 lados

NO D1v _" 2 '" 5'3 '" n _3 (n: # d_ ladOS)

_ _ el polígono de 6 lados
____''__'' ___
,_^ _ _,;,r_. ___,_'n
__;_e_,______' ''_'_'V'' ' ,_ '
_ _,5>?s__", __?__,;,,',^',''_, , ,m_,
v _,,, ', ," __ '^______'_,__,n,__,^__,;_,,,,,,,,,_,,;, "
_?_,, ,_5_,___v_',,,,n_,
NO D _ v = 3 _ 6 - 3 _ n - 3 _'_,__ nq :; u_?',,_,_,___,__,, _. ' __,_,_,,/
(n: _ de ladOS) '___'',___'___,____,_ ^ _",__X_n_ m'
a ,__;______^___5___,',,_____;,_. _' ^ , _ '___
:_____'__C _ ,,___,_
_____;\__;_,______' ,,,,,v__,___//_-x_'__y/___ 'Y
____ ,__'__________s______,,,,,,,, ,i__,__,? __5'__,_, _____ _,_'_l
Un cris_iJ de cuarzo en un corEe en X mues_ro
uno secci�n  exogono/.
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__n la demostre_c_MoD_* , ___DN0D_D _( )( ) _2 _ _ _

Lumbreras Ed itores C eometría

Por lo cual podemos decir que un vértice puede ?
unjfse con todos las demás vértjces, menos los D
dos adyacentes ni consigo mismo.
C \_
.'. NOD,y=n_3 n lad

/mero de lados del pol_/gono B '
En cada uno de los casos apreciados podernos
decir que en un polígono al trazar las diagona_es A
posibles desde un vé_ice, el núInero de F_Ur0 7_5
triángulos formados es iguat a (n - 2), donde n
/ n(n-3)
eS el nUrnerO de ladOS_ NaD =
2
_eorema DOnde: n eS el nÚrnefO de ladOS.
En todo polígono, el número total de diagonales
(NO D) que se pueden lrazar es igual al TeOrema
semiproducto del número de lados con el En un polígono de n lados eI número de
número de lados disminuido en tres. diagonales que se pueden tra2ar desde K vértices
consecutivos N^ DK.v,. está dedo por la sjgujente
n(n-3) eXpfeSlÓn:
2
(K+ _)(K+2)
Kn_ve= n K -
Donde n es el número de lados.
para todoKSn
Demostr0rjón
._o,n del teoreme anten.o, hemos Dedu_camos (a expresjón
de_uc;do que de,de un vé_;ce ,e pueden t,,,a, De Sde el Vé_iCe (V_J, aSí COmO del (V2), Se
(n _ 3) dja onales, como el olj ono tjene n PUeden tr_ar (n ' 3) dl'agOnaleS_ Y S'l bl'en deSde
vé_ices, entonces No D _ n(n _3). s_n embargo, (V3J debefían tra2arSe t_mbién (n-3J diag OnaleS_
en la r_gura 7.5 apreciamos que _ es diagonal la d'^_Onal V_V3 Y^ Se t'aZÓ deSde (V_J'
y que es posible trazarlo de A a D o de D a A, EntOnCeS desde (V3) Se pueden tra2ar (n - 4)
lo cual indicaría que al contar las diagonales, se dia_OnaleS, desde (VqJ debe�an  trazarse (n - 3J
cuentan dos veces. De esta manere, e_ número diegOneleS, perO laS dia_OnaleS V_V5, V2V5y V3V5 _'
_ total de diagonales es la mitad de n(n - 3). ya han sido tra2adas desde VJ y V2.
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CAPíTU LO V l l Polígonos
Entonces desde (VaJ se pueden trazar (n-5) diagonales, desde (V5) deberían tr_arse (n-3) dia_onales,
pero las diagonales V_ V5, V2V5 y V3V5 ya han sido trazadas desde V_ , V_ y V3 respectivamente.
deSde (V5) Se _ueden tfa2ar (n - 6) dla_OnaleS , pOC lO CUal en FOfma análOga:
deSde (V6)_ (n-7) diagOnaleS
deSde (V7)_ (n _8) dia_On_eS
deSde (VK)_ [n'(K+ l)] dia_OnaleS
VoV
1
-)diag.

_ (n-3).0i_
2_

(no)diag.V
3 i_
(_n__)diag. V
6V
4 Vs
F_u_ 7.6
(NODMK.v, J = (n-3) + (n-3) + (n-4) + (n-5) + (n-6) ... + En- (K + l)]
(NODMK.v,) = (n -3)+_+_+(n -3J+(n-4)+(n-5)+(n -6)+ _ ,_+ ln- (K + l)+I-_-_(n-2)
(NODMK.v,) �  (n-3) + (K + l)n - (l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + ___ [K + IJJ- (n- l)- (n- 2)
(K+ l) (K+ 2)
DMK.vc)=(K+l)n__j "n

'''_ '''_ (K+l)(K__+2_
=n - .... ' . :'0 pafatOdOK5n

Teorem8
M todo polígono el número de diagonales medias tra2adas desde el punto medio de uno de sus lados
( NO DM_4) eS i_Ua1 al nÚmerO de ladOS diSminUidO en l _

.''''' O ____'___ ._. _ '__.___.
donde n es el número de lados de lados del polígono.
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__p__p _ _ pT0eroerle_tmel _ogp_feAma_vn_ant_eFn_tortaNo_nrD_(_rnM2_lv__nl__J__ln_ _ l

Lumbreras Ed i_ores G eometr ía

P_a el pol_/ ono de 3 lados '_ ' ' , n j

Donde n es el numero de lados

Demos_0c(ón

NODM__ �  2 = 3 - I =n- l (n: # de lados) Vq

P_ra el polígono de _ lados:

NODM_ç. -- 3=4-l�n-I  (n:#delados)

P0ra elpol__ ono de 5 l_dos Como el número de lados es igual al número de
puntos medios, entonces n (n - l )_ pero po deInos
apreciar de la Flgura 7. 7 que la diagonal media PQ
se ha podido trazar de P a Q o de Q a P, es dec ir,
que toda la diagonal media ha sido contada dos
veces, por lo cu_ el número lotaI de diagonales
medias es la mitad de n(n - l J.

NODM__ = 4_ 5-l _n-l (n:#delados) NOD__
Por la cual podernos concluir que para todo
_Olí_OnO: N^ DMl_ = n " l , dOnde _ eS el nÚmerO _ todo polígono de n lados_ el númefo de
de lados. diaeonales medias que se pueden tra2ar des de
K puntos medios respecto a lados consecu_vos
Teo__8 (NO DMK c,) est_ dado por la siguiente expresjón:
En todo polígono el número total de diagonales . .. _ .
medias (No Dm que se pueden trazaF es igual NoDM,n __ (n)(K;__( X J ( K _ l! '_. i
serniproducto de_ número de lados con el ..... ... ...... ... ........... .. ..
número de lado__ dismjnujdo en 1. para lodo K _ n
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CAPíTU LO V 1 l Pol ígonos

Demostr0ci_n _
p _m_S'" OOn_2
I
Pj
. d paratodoK5n
(.n-2__.m_. n- __'me'
Demostr0ción
Pn Como en lodo po_ígono, desde un vé_ce se
p3 e_-3) d__ _,med pueden __a2ar como máx_mo n - 3 diagonales_ '
(n __ # _ado, de_ _l_,gonoj s_.
Má�gulos  y la suma de Ias medidas angulares en
.,) _, _ un tnángulo es I 80^, concluimos que la surna de
(n-5J d'___ m_. las medjdas angulafes en un políg_no sefá jgual
9
a l 80U ml_lt_ßIlc_dO ßOf el nÚmero de tnang_loS
5 ue fofman la__i
F__�.8
2 3
Sean _l_ P2, P3, P4 .... Pn los puntos medios de los __,_ Ò_ __
lados del poIi__nu5 de n lados. , ' - _8,
iof u__ teorgma vi__o anteriormente el l _
NO D_ _ = n - l. Entonces .'
DeSde P_ Se tra2an (n- I) dia_OnaleS medias_ ._
DeSde P2 S_ deberían _azaf (_ - l J dia_OnaleS V, _ 8o_,
media.s pero la diagonal media P__ ya ha sido
_a2ada_esdeP_.
DadO q_!e deSde P2 Se tfaZ_n (n - 2) dia_OnaleS _(__J_N_
medîas, _esde P3 se deberían trazar (n - l) F_u_ 7.9
diagonale__ medias. No obstante, las _iagonales _m_s __ _8oox (No de tn_a/
medias P__ y P3P2 ya han sido tr_adas __esde __ nú,nero de tn_ngu_os es ;gual __ nu/ mero d
P_P, r__\pec_vamente. diagçnates tra2ados des_e un véftice más l
_tonces desde P._ se tra2an (n - 3) dia_onales Nn _s _ (n - 3) + 1 _ n - 2
media_ en forma anátoga:
Desde P4 _e tra_an (n - 4) din_onales medias =_ _m_s -- I 8_ (n - 2)
Desde P5 _e tra2an (n - 5) diagonales medias ,,,.,
Desde i, se trazan (n - K) _i_gonale_ medias _>___,;__,___' '',''__, ______'_''______,_____?_,d_'_-^ _---''__\__'',', _ _S_,,,g _-_o-_'9-':_'_,_ _, ,____,__,____,_'____"__"___,_''^__,'_c.,',_'_,',_,,_____:_',;'___ _________,m^-;--'__';__^_'_^'.__,___^'s_s_-_-_,___e____,__._;yx-_-K5/_5_/ __, _;,._n?';;5__ ___''__ ''_____'_'-_,_n__,9e_0''__.__,;',:,___,:_
_ NODM^ _n_l+n_;+n-3+n_+ +n_ _o,,!,_L___ ^X'V''' __"~ m'm^'_'__''^'____^'h'' '__^^^''h___'~'_^^_'_^^''^^_^oo
X(.c. ''' ,_,,, ,;_t,,,,__ / __ _ _ _,____,^o_
N^DMK, "nK+ l +2t3+4+ ___ +K __ ^^^''^^
- -'- ___ obt_sos en un polígono convex_ es 3. _
_N_DMn _(n)(K) K(K+l) _; Teo,em_enunpo_,/,onoequ,_4_n,_o _m
K.P.r.- _ _
Sea n eI número de lados de un polígono
paratodoK_n _ equian/ gulo.
__ . . l800(n-2)
Teo,ema Medlda del q lnten Or: a _ a =
n
_ todo polígono convexo la surna de las _,, _
.das _gujares es _.gu,_ a 18oo mu___'p__,cado ____'__^oo 3600 g
'___^'___,,^oo Medlda del _ eXtenOr: _ _ = -
pocelnu/mecodeladosdelpol_gono_nenos2. _'_^',o,s, ,,_,,_,__,,,,,,,,,,,,,,,,,___ , _,0,_,,,,,,,,,,,_,o,,__,___,o,,_,o,____,,_ ,_,,,,,,, ^, ___,_, _ __,,:_''_,,'__,,o_,
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,_,,___?'
,,,_,_? iQUE ES UN PAREXAGONO!
'_'__
?i'_ _ P_emos considerar una patabn m_ simple pan desi__ cie_ clase de _gono. _ paJ_n
,, _ sobFe el cual nos Feferimos _ _ p__ágono.
, , 0, Un e_l no comun _ene sei_ lado_ arbitrar1�s.  Un p_exag' ono _ aquel e_g0no _icutar en e_
__ cu_ un _do _ a ta v_ igu_ en longitud y paraIelo a1 lado opu_o.
B C
A8__;A&//_
A D Bc_fE;_c//rE

__CDU:_un_r_/mo

Dado q_ se Ie denomin_ paralelo_mo a _o aquel cuadri_tero cuy_ _ados __0s s0n
iguat_ en l0ngi_d y _leIos; pad�amos  ltam_ ___no a _uel _gono que t-_ne lados o__s,
paralelos y c0n_nt_. A contínuaci6n pre5en_os un 9emplo de un te0rema _bre e_ pai_o:
En un e7q�mo  irr_ul_, no n_e_iamerKe p_re_ono, A8C_U, al _ tas d__onaIe_ AC, B0,
CE, 0_, EA_ fB se forman I_ region_ t__ ul_; ABC. BCD. _DE, 0U_ UA y _AB; _ l_ cuaJes se
ubi_ sus cen_os de gnv_ad A', B'. C_ D'. E', F. res_n_e el __ígano A'. 8'. C. D'. E'. __ _ d
denominado p_ex_ono.

A\-------,,/-----________ '',
\\_ ,,/ ''_ --_j--"------_-_-_-_

,'E''\ '__ ____'

E D

A" _' C _ E' F: es el p_ex4gono r_t__ _ __ o _C_Ef.
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__ ___ p Ta_ensetn__va_ 4tun tn adetdJe_J l___ll|tftl4__||_t____tdel_fa_) t ( JJgdo ______c_ ______?_____?t_)?_0 _______c

___0n_'_
,__, _:,' GlO_ANNl GIROLAmO SACCHERl (San RemO, l 667 - mllanO,
_,__
? N _J _o5d __ b GJ (_ ____ __
,__,____ aClO e e _e _m n enOva O_ Ia mU_O e e ,_,__ '___ _
____ o_ubre de l 133 en l_ia. _cc__ 5e in_or_rá a la arden de l_uit en _, " '_' __ _?
'''9J_ Génon en l68S. Cinca á�Ós  má�  _de radicó en mitano para _tudiar x _?,,,?_,,_v___^?D%___
_t r t ' ' t >_ ' __^____ ___
_,, ' _ ^^__ __ ____",_o_,__
eva se _imó por Ias ma_máticas. ,_ _ ,,,___?__J
___ Yaen l694_Sacche_sehabíaconverci_ensacydateytiem__pu_ _', ___ %___ __^ __
as6 jf en ri Ne id _ _ l^ , _n,_q___? _ ,,,
En _did ob omni naevo vindicotus (l733). Saccheri _lì__ _n _bajo _ ,;,,
im__e 5obre geomeerîa no eucIi_iana. _rque p_ent6 fue una tentat_nra _,, __^__ ,,_ ,, _ _
_a pro_r eI ponulado V de Euctide4 aunq_e él no lo ha_ vi_u _í. _m__V _5_,,_ : '? '_ _ _?
, _, __ , _ _6g d _ _ _ __"' _ _ _ ^ _ _? _?e
a)OCOn 0_camatem tlCaY_e_ CO mmXattVO , On e K
tn_ con de_nicimes, _stulados y demo_ion_ al _nifo de Euc_î__
_nt_ sus otras publi_cim_ _a un trabajo s0bre neo-s_tiu-__u _bl_Kado _ l 708 y w
primer tibro _m_trico o Gumán, dedicado al gobe_ador de Qu_i_ de mil_o (1693)_ q_ fue
e5c_KD con _ consejo y a_da c_n_iderable de Tomm_o Ceva ( I698 - l 737 1_i_o).

D M C
_ 00 _
agudo , a ud

0 00 0
A N B

D c
_ m _ .
agudo

0 0,0 0
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ps_ol g_2(__3n)__2+9(n___8___2n/ +6 _/y dR A_) _to _B) _29 Dt__t c/)_8_//tt9

0
fOblemaS eSUeItOS ,,, . . , ,, , ,,,

_roDl_m8 1 Pra_l_m8 2

Si a un polígono equiángulo de n lados se le Se tienen dos polígonos equián_ulos, tal que los
disminuye 3 lados, lend_a (n+3) diagoneles Vé_iCeS de UnO _e_eneCen a lOs ladOs del OtrO.
menos. ca_cu_e _a ,a2o/n ,,me/,_ca de _a suma Si dos ladosdeunpolígonoconun_adodelutro
.das de _os a/ngulos ._nter__o,es de un polígono dete_inan ángulos cuy_ medidas
/_ ono de_ dob_e de_ nu/me,o de _ados su estánaunara2ónde9a l ysuvalornuInéncodel
menor ángulo mencionado es igual al nûmero
número de lados de dlChO _OllgOnO.
e ladOs de Un polí_onO, CalCUle el num_,fO d_
A) l25 B) 135 c) 15o lados del polígono equiángulo.
D) 16o E) l7o

Resoluctón _ D)6 E)9

Piden
eSOlUCiÓn
valor numénco _mgi (l)
f=
2n
T
ea n el nÚmefO de ladOS del POll_OnU n 0_
U n
equiángulo.
Segúnelenunciado
n ladOS
n n-3 ) 3 !
- n-3 -- n-3-3 =n+ ;

n' -3n- _n' -9n+ 18I _ 2(n+3) ''' ___ //

___ nlados

6n - l8 = 2n + 6 F(_u_ 7.lO

4n = 24 Piden n (número de lado de un polígono)
l800(n -2J
_ n=6 SeSabequea=
n
U_iIizando la fórmula de _In_i En 7
_,n_-(M, __ _ 8oo(2n(,,,_,_2) __ l 8oo( l 2_2) g, + _l 80 ( n - 2) +, __
n

I80n -360
n+_=
n
(l80x l0)
f=__ = l50 2
2x6) n + l80_-360= l80n
2
.'. r--l5O
.'. n = 6
c_AvEG_ c.__. D
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CAPíTU LO V l l Polígonos

Pro_l_m8 3 Pro_l_m8 _

En un polígono equián_ulo, el número de ángulos Se tjenen dos poljgonos equiángulos, donde el
rectos a que equivale la suma de las medidas número de lados de uno de e_los es e_ dob_
de ánglllos internos excede en l l al número de de_ ot,o. El núme,o tota_ de d;agon_es t,_d
vé_ices del polígono formado al unir en Forrna en e_ po___gono de meno, nu,me,o de _ados m /
consecutiva los puntos medios de los lados del e_ nu/me,o de a,n u_os rec_os a ue _ uI.
polígono equiángulo Calcule la medida del
SUma e me l aS e lOS angUlOS InteCnOS en el
ángulo exterior del polígono inicial.
otro polígono es igual l4. Calcule la medida del
A) 2oo B) 2_o c) 22o ángulo exte_or del polígono de menor número
D) 23o E)24o de lados.

ResoIuc1ón

polígono equian/ gulo de D7 900 E) I 200
n lados
' Re8oluclón

! EI polígono que se Forma _ '
unir los puntos medios _ene '_
el mismo número de lados '. '
del polígono inici_. ,' '

\\_ ,_ F_y_ 7.l_

_de
_u_ 7.
_nqe= _ (I)
_de n
3600 _ Delenunciad
mqe=
n
Del enuncjado n(n-3) l80^(2n-2)
+_=
NO_ rectos (_mqi) - l l = n 2 900

I800(n-2) n2 _3n
_ - =_ _+2(2n_2)=l4
2
2n-4- l l_n
2
n=l5 _n - n+ n- =g
2
En (lJ
2
mqe�  __
l5 n +g

__. mqe=240 n -4

c_____/ _.'':' '''E.. n=4
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Lumbrer_ Editores _ eometrí4

En (l) o Según el enunciado
360
mqe=
4 (3n-2)(3n-2-
._. _nqe_goo 2
(3n-2)(3n-5)=304
''_'_ ______C._ _____^_ ' ,___aj'_:
''_ ''''_ '' ^'' '' 9n2-6n- l5n+ IO=30Q
2

_,m5 o p_ano se t,_enen _,e, po_;,ono, e_ __
polígono 2 tiene el doble número de lados del _ + 14
polígono l y comparten un lado en común. El
polígono 3 es el resultado de la unión de los
_ n=7
POl_gOnOS antenOfeS, dOnde SOlamente el ladO
SlendO el de InenOC nUmefO de ladOS
en cornún sln suS extrem0S pe_eneCe a la
Reemplazandoen
reglón lntenor. Si el número tOtal de dla_OnaleS
del polígono 3 es l 52, calcule el número total de 7(7 _
_agonales del pol,_gono de menor nu/mero de NOD=
2
lados.

n) 18 B)35 c)27 _..__,_._.,..,.__..,_,.,,,.,_.,,,_,._,._.,_,._,_,._,._,.
D) _4 E)2o _____'_____ _ _0_______"_::_'_________:_

Re6oluc_ón P f O _ l _ m8 8
___. 3 En la fl_ura, Se mueStfan dOS ex__onos regulares
congruentes. Calcule mqNMl.;

,,,,,;,,,, ;, ;_'_'____ _ __ _ ', ',_ _ ',_,, _'_,,,_ __, ;,_, _ ' ;_ : -___;_ _ __h_ -__ .. o. _ _, ' '' '',___ _,___',_,0 ;m, ; :,, ; ;x_, _,v :_ - - - - - --- _ - - -- - --- : - - - - -- _ - - ----- - - - - -v - - - ---- : - - - - - ----- - - - ---- : - - - - - ---_ - - - - ---- - - - - - - --- - - - - -- : _ : - - -- - - - - - : _ - ; - - - _ - - - _-- : _ - - -_ - _ - - - _c
_I_g.l Pb_.2 '' _=----:---:_------=_-----:_------_----:--_---:--=_-------:_----:---:_---:---:_-------:_-------_----:---_---------:_----:---_----:----_---:---=--:----:------_:-;-;_--=--:--__----_----- ----:--------:----_----:---:_---:---_---:_---_-----__----:------_---_------:_------:-------------=_------;=-=_--=
n lados _ __ _ ---:=---:---_---:--:;------:_----:--:_-------:_----=--:_---:----_----:---:_-------:----:--:--:----------_----_---:---:_---:----_----_----:_-_-:--------------:__--'---------_--=---;_------_---------- ---:_----:---:_----_----_--x-_--:_--:-:_--:----------n--------------------_----------------j-- o 3oo N
__l,-;_--_;_---_----__---_---__---_-----__-_-:;-=_--:---__--=--_-=_-=_=_,--;-:___-_-_----------00 _;--:---_-_=--_--:_---_--:_--_--_-__-_;-_-_--_;_-__;_________--t
_ ' i_ _'__,,0 _.'_ ^ _ ^ _8_ _'0 _' '_o_o i--_
Uni�nde  las re_ones
intenoresdisjun_
F_u_ 7.IJ
.L
_den
n(n-3)
2
De la segunda Flgura, podemos obsenr_ que M
solamente AB sin sus extre Enos pe_enece a la
región intenor del polígono, cuyo número de
_edo, e,.. A) 370 B) 450 C) 530
_3n 2 D)480 E)6oa
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CAPlTU LO Vl l Pol ígonos

Re_olu_ón _ ro _ l _ m 8 7

B Según la F_gura_ n + m = lOO. Qlcule el número
_ _ de diagonates del polígono
A_A_3 A ,8_ ,B,. .. B_,
_ N - n-_
, .. 3_ 0
_ ,__;..._....,. 3_ B
__..:'_ __..:_ ''''''''''_:'''_:''___:'__._'''_''_'''___.i''''.'''____'_:. t_, _ An-1
e _ ''____ ______:_i_.__:i;ni____, ''''___;,,;_'_,__,,_:,,_,,,.__._,:_;;:_'''''''''___---._:;_;__---;---:;__.. ,,...._............_............ ...,.. _ ,,J _\m - '

jm_:,_:'___,^___^_^^^'_^^^''^^^'^^^''^^'_,^^'_^^^^^^_^^^___:''' ___._.___.___._.:_........_..t H '
_ _' g_^':_,____,__,__,,, ''' ____,__.:_:.____;___:'_.:_;_.;_;_:_'.__,___;__:__:''_ _
F ',__,,_,,__,,,,_,,'_,,_,_,,v_._ ' ..____:________;_________'_'':_''' ,.''''',,____,___,_;;;''__'_,:':;_,_,__;,,__,__ L ,,
S.......n _. - '_ --_-_:_____;____-__:_ ""'_"_"'_ , ' ''
_ _ ___''''_\__ ____. __', A _
t_____'___=_=_-__=---_-- v:_^;__,_'^^ Q 2 _
G '-_-----------_'-------_----_--_-----_---:_-;;---__----.--_-- 82
D _ M A_ A B_
_u_ 7.l9

_den m_ML _ x A) q 655 B) 4 752 c) 4 55g
_ sabe que; DJ 4 464 E) 4 370
. l80^(n-2)
m_a =
n Re80lUCtÓn
Comon=6 _ m_i= l200
8
ela gUra 7.I4, rn_AF=900 y m_VF�
-J
Como los poligonos son congruentes ,_ 8m - l

Se sabe que Al y AM son bisect_ces de los
á�gulos  in_ernos _AB y _N; entonces
mgM_ = 600 y mq LA8 �  600 A2 ,_
En_N_M:mKHNM= 300 B2
_ m_M = 900 y m01MN = 30^
_ l
En _MJM: mqAMl = In_M = 750
o_ 75o F_u_ 7.l_
.'. x=450
K(K-3)
__c''''__.,v,E,,,,___:.,...,..:_.___.._;;..:_ NOD--_2 (l)

277
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Lumb reras Ed ito res _ eometria

Donde K es el nú_nero de lados del polígono Se nota DBCD_: trapecio isósceles
A_A_3_ _An__B_n__B,,_2_ _ _B2B_ _ m___ = m_C_E = Q5^
Sin tomar en cuentaaAB, A_A y A__ cDH _Dy l350
El _me, el , _ _ _ m_ ''m_ _"
Luego considerando A_B_, entonces _35o
__ _ _ __ _ n :m _'_ _L___a
_ K_ loo_l _ 9g Cl_DeSUnrOmbO
Reemplazanda (I) _ In_CD = 45^
99(96) _BCl: Notable 45'
...NOD=_,-4 7
2 BL--_
En _ABl: Teorema de Pi_goras
CLAVEB x2_a2+(a_)2

-. x=__
rO_l_m_
' cLAvE
En un octágono regular ABCD_FCH, se tra2an B_
y _H, las cuales se intersecan en L. Si AB = a, Pf0al_m8 9
calculeAL.
Ofmen_e a Un Denla_OnO fe_Ul_ABCD_, Se
3 construye un tnángulo equiláteroAP_ Calcule la
-a BJ O C) O
m
D)2a EJ a_
O B)540 C)6
Resol4ctón D) 720 E) 840
D
aD Re_OlUCiÓn
c __ !350 !3SO
0___ _ 2 45^_
d___ _
a r ___L 135^ _ ß _ _
__ - 2 _
45o _
g Qo .. 135oOF B_0_48^ _ ', p ,D
''''__.. x 600 o_o x 540

0' _
135 _ _ _
A _
_ _ 6oo 420'
H A_o_48o 66oo0_
F_y__ r.16 _
FJgu_ 7,l7
PidenAL=x
l goo (n - 2) _den m_P_ = x
e sabequemql_
n _ l800
Se sabeque _nqi=- _
Omo_=8 _ m_l=l350 n
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CAP íTULO V l l Polígonos

Comon__5 m m_�--lO_O  Pidenlam_BMD=x_
Por dato Dato _ + a + ß = 3600
m_P_A = m___ �  60^ Se prolonga B_ hasta l, tal que BM = Ml.
_ mqC_P = m__ �  480 _BMA _ _L__ (L.A.L.)
En _P__: m_P_ = rn__P = 660 _ _l = ,4B = _ y m__l = m_VB = a
Luego m_____2^ M _ y por dato=
_C%P __ __Æ (L.A.L.) m__l _ _
_ PC = P_ _BCD _ _D_l (L.A.L.)
_CD_P: trape_Oide simétjco _ BD =_l
_ m__Dp _ _l 080 _ 54o En _BDl como BD =DL y BM=ML
2 -_ D___esaltura
En __P_: x + 54U + 42^ �  I800 ... x -_ go_
.'. x=S40
_LA__E
c_AvEE
Pro_l_m_11
Pro_l_m810
n Un nOná__ ono e4ulán_ulo ABCD_FCHI, en
M Un __nt_OnO COnVeXO ABCD_, AB = CD y su jntefjur y e__ FC se uhjcan los puntos i y Q
B_? = __. __i __e ubica el pun(o medio M de _ y ,espectivamente. si mgeD_-_2oo, D4 __ 4_ y _a
m_C__ + m_A_ + m__A = 360_, calc__le le su_na de _as d__stanc._
m_MD. t?G _5 c _ _ _ d. . d A_J
eS . aCUe a lStanCla e a .

A) 500 BJ 600 C) 750 A) 7 B) g c) 1o
D) 900 E) l200 D) __ E) _2

Resolución Re ,oi_c__ o/
C
D _ _D'
'. _ _,'!\
b. ____ D ,'6oò\_
_p -_- ' -'' - 4vC3 ,_ ; '\ 4_
g __---^'- __ ,J !, _ \ 400
_ _qon J_goo'F
J 0_ D'_20^ ! 0'
0 '''. ' ;_ \_; 4_3
a X _ ''_. c \'\_; !;_
,__00 0__ : ,' \\_\! __;/
A M__\a_ _ / h!\_\,_,;
\\\ _ '\ _ ,'_OO _ ri ! \ _o
\\\__, ,'_l400 =! _
_ g' _ / B _ !c ___ '_
'\\ _ ,' ! ; ! _H'6oo
\\_\\: _6_^ 4oo ! ! !, qoo
\\___-'_L c_--^_----_-----A K! _ J- _--^__ 1'
Fjgura 7,l8 Figy_ _.l9

27_



ypd_RsptpeodallngA_o) ln83o59o_oy0_2gn _losB(Jnclu4_n4oefos ec)a_9_oo_ oso)_e os dpro_42___n2gxmgn_3 23_ o_o_t _ 2_76 _LA___ E__

Lum breras Ed ito res Ceometrja

_den x Reemplazando (I) en (lI)
DatO a + b + C = l5 (l7-n2)(l7-n2-3)-n2(n2-3) = 42
Se sabeque Operando
. l800(n-2) n2=7
m_l�
n Se SabeqUe
_ _4oo _ 4oo _ l800(n2'2) l800(7'2)
InOn = _ m_l = y m_e = m_l =_=_
_-__-_ _2
e_TOOn_an , , , , , aSaqUe Se
forFne el _ c_ D ' J_ s_endo este equ;látero. . ,n_,. _ _900^
por propjedad del _ equil_tero 7
D'K=a+b+c c, ___
D_'Q es equilátero de allura de longilud 6. '' '-'0'''' '''' ^ ^ _''''
Luego
6+x= l5
._. x = g En Un polí_onO Se cum_le que la suma del
.,._,... , B número de di_on_es con eI Mple del numero
0__
_'' ___ __ _ de dl_onaJeS medlas y el d ObIe el _umefo de
vé_ces es 276. Calcule la di Ferencia del n_/ ero de
tO_l_m8
i_onales _a2adas desde 5 vé_ices consecutivos
Dados dos polígonos regulares, t_es que Ia suma y un vé_ce.
lotal de sus medidas angulares internas es 2 3QO
l, d;fe,e,c;a de ,u, nú,ne,o, de d;ego,,le, A) 29 BJ 24 C) 30
es 2l. celcule la medida del _ngulo interno del D)49 EJ 52
políeono de rnenor número de lados. Re,o_uc_o,

900^ Sea n: número de lados del polígono
l I _den di Ferencia (NO D5 v, - NO D_ v) (l)
Dato
D)_ E)_7 n(n-3) n(n-l)
+3_ +2n=
2 2
eSOlU�iÓn
/ d _ d d _ n2-_+_2-_+_=552
I 2 2
/ nosfe ulare, ons__derandon <n _ -2n-552=
2 l
. . 2-n-276=
enm_l
n +
el polígono de menor núrnerO de lados
n -
ato

l80^(n_-2J+ l800(nz-2)_2 3400 Númefo de d_agonales tr_dos desde K
n_-2+n2-2= I3 ve____
n_+n2= l7
(K+ l)(K+2)
n1_ l7-n2 l NODK.v,=nK- _
__(n1-3J n2(n__3)
2 2 o 6x7
OInO ' _ 5.vc= X'_=
n _ (n _ - 3J 'n2(n2 ' 3) =42 (ll)
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CAP ITU LO Vl I - Polígonos

N_ero de diagon_es _a_dos desde un vértice Piden NO DM _del políeono mayof número de
N^D_v_-n-3
n=t2 _ NOD_v_9 '
Se sabeque:
,.. NOD5_, -NOD,, = 39-9 = 30
NoDM_ _2 (lJ
CL_ A_EC'
' Rara el polígono BCD_FC (n = 6)
PfO_l_m81_ NoD n(n-3) 6x3
2 2
a F__ura, se muestran los polígonos
yABGF_DY..., donde los números de diagonales
están en la ra2ón de l a 3. Calcule el número
de di_onales medias det polígono de mayor Del datoNODdetpolígonoABCF_D_.... es27.
número de lados determinado.
'!n;-
B C
2
1- _- -
A F n, -9
,' _
C
Porlocu_n_=9

/ H Reemplazando en (I)

' NoDM 9(9-_J
n)2_ B)28 c)36 2
DJ45 E)s5
___.'' 0'nC..
Re_lu_ón
g C

A F En eJ polígono convexo A8CD_F..._ se traza la
; . D diagonal A_, determinandose dos polígonos. Si
la diferencia de los números de sus diagonales
_ es l 5, calcule la suma de las medidas de los
. No de _,dos de_ án_UlOS in_e CiOfeS del POlígOnO ABC_EF. ..
l'
polEgonoABG_.. /,/ H
_ A _ 98o0 B I 62oo c 2 _6oo
Fl_y_ 7_O
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_En(___n)m__3l_4o_ol8o (l a)_____ co_m/ ot ______( 2_3) _/ t__ ___ _(G_)

lumbreras Ed �tores  Geometr_a

Resolución Resolución

B .. _-' ,n c
M '0 _a
N^ de lados (n1):_ 4 0 a ' _
A n_--5 ' ' D ' ._
,'' ABCD_,..
i _ ' ' a_ \
'' _n \ _ '''\
\. _ '_
,__7. O ' n ' _ ,
A__.. '
/F _ _

F�gura  7___ 360 aO_
0
A. T
P!den _m_iABcD_t-.. = SUma de nlRdidaS de lOS
án__u loi jnterj_res , _ _ / /
S_ Sabe _Ue ____i__cDfF = l80^(_"2) (I) Fjgur_ 7.__
Delen__nc�ado
n_(n2_;_) S(5"-3) _c pj_en NoD(deipoljgonoABcD_F )
'- -__ _ '''
2 _
_n--
n22--3n,,_40 _^D=
2
2 n2 - - POilgOnO M%CDNT: el nUmerO de lad_S eS
n2 - 8 _m_J' _ _' goo(6 _ 2) __ goo+ 3_ t gou + 36o '
n2 +5 __"l68^ _ 0-- l2^
M2 = 8 (0 eS medida del a/n_UlO eXteriOr de A_CD__.. ,)
_ntonces el núInero de_ lad_s
(n)_c__J_,_t- --(n__ 1)t(___ I! _ -5 t 8- 2 =l!
--- 3600
m_e= I20=
_ _ o 1_ rl
ABc___F..- '
.'. _m_iA,cD,,_ .-_- l G20^ _ n = 30
En (l)
GLAv_B
8_________a__________0________________00____a_________'______________8_8___0_____8_ No D 30(3O - 3)
2

/mg,_ ne d__a _nelps de un o 3 O_ _!/
/_ ono e u_.a_n_ulo A_cngF s_. _as recta_ 2
pe_end iculares n BA ). i D_ F0rm_n un _nguIo que . ,_, D _
mide 36U.
A)464 B)4o5 c_) 377
cLAvE_
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CAP ITU LO V l I Po l ígonos

_roDlem_ 1J _,4TD no Lable 30^ y 600: AD -- 2(TDJ
_FTD__,MD (LLL)
De la r__ura, si AB C D _ es un pent ágono re__u lar y _ _ _ r D F _ _ , v D _ 3 6o
�D_,  CalCUleX.
nef vérticeD:
__ m_TDC= I08^-36^-60
' m_TDC= I2
o De la F_gur_ 7._3, se nota
x�  rn_FDT+m_TDC
_-= 36^+ I2
.'. x--48

A) 36o g) 42_ c) 4go PfODl___ 18
D) 52^ E) 60^ En un dodecágono eq_iángUlo _BcD_FGHJ_g_,

Resolución CG = GX y 2(D_) --FC -_ 2_(CD) -- 2_ (__ __ _.
B Calcu-le lam_CGX.

_ ' ç_ A)30^ B)450 C)60

Ao 42^ F c
__ " \30^ - - - - - - - _ - -__ Re5o_uc�ón
6_ _ \ \ ,J

_M _ _ C,D_,F'a_N_
,_"_\ JJ _ g ,_ _a - --9_a-
,' \\ ,' _ a 3 '_ �J._
/ __ _ a a _ a
d,,, _0_ .. 300 /,
_ _ _ D AD 6a //,/'
F�gura  7._3 _,
El problema indica hal_arx bo_?,,/' 2 aJ'_3
Se sabeque la L _a ,,_ ' ....
m_l = __ me l a e an_U O lntRn00r _' _
n \ /// . 6_. _..X, o
Cornon=5 _ mqî=l08^ K
Setra2a AD .,D, H
_ m__AD_m_DA=360 y a D
maDAF=30^
_ pe_end__cu_ar a _D y F�g4r_  7._9
DT pemendjcular a _F Solici tan la m_CGK = x



dpr_t_opF_ mt_ctçNd__3oo3oyoml/_cyc__/ 6__bo____o__________y_______dp______2_ c___l_ cxcR_c_//__32___o___23 _________________c0_s_________

Lu m b reras Ed itores G eom et ría

Se sabeque l
. l80^(n - 2) _ Figura de 4 lados_ n - 2
m_l=a=_ ' -
n 1 gxl
I cuadrilátero rómbico �
�l2  _ a=l50^ 2
- - l
e prOlOngan CD y GF hasta N.

Se prolonga F_ hasta F ' !
l /'IF_
n _DF'_: DF' = F'_ �  a ,,'l l_Ura e a OS: n =
,NF - - i- - _ 3 cuad_láteros rómbicos
eS nOtable de y 600 _\l
\ \ 3X
F'N=a;FN=a_ _ -- 2

_CNG:comoNG=CN_
!
1 ,_l
cç=6_ -----;\\_ _/, Fi_ufade8lados:n�4
l I! _\ ,_ l 6 cuadr__la/teros ,o/,nb_N
Del dato CG = GK = 6a _ _! _ __ _ Y!
__ _l QX
En_FcK:cornosetienelerelacióndesuslados l \_! l -- j
I
y es conocido de 30^ y 600.

_ rnqKGF = goo LUegO Se dedUCe qUe:
... x __ 6oo la cantidad de cuadriláteros rórnbicos (CCR)

n(n- l)
_._.VE.C,.;''',.. - 2

n(n-l)
OrnOC R=66=
rODl_m819 2
2
Un polígono convexo de 2n lados se llarna n -n - -
,mb._cos_.sus_adosm._denuno todossus a,es n -l2
n +ll
e lados opuestos son parale1os. Todo polígono
rómbico se puede dividir en cuadriláteros _ n -- l2
rórnbicos.
c____:_____^___Y__^___E' C'',''
_ ara QUe Va Of e n, Un pO lgOnO fOm lCO e n __ _ _ ___ _:__ 6_j' ''' ''_j_ ,_,
lados se dinde en 66 cuadnláteros rórnbicos?
Pro_l_m820
nJ lo B) 16 c) 12
Dado un decágono regular, indique cuántos
pares diagonales se intersecan en el intenor del
Reso_ución pOlígOn0_ detefminandO ángUlOS de 72O_

Piden el valor de n, donde el polígono rómbico de
2n lados se divide en 66 cuadnlátefos rómbicos. A) 90 B) lOO C) l IO
se analizará a partir del rombo. D) l 20 E) l 30
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___ ____ _n___A_2 r_Jn, 72ol__t_7_ A _mp__ed______d__a__esy72______ot_?t__sAen/a_o+___6oo__nt_a_n__oou??(pn2_a)a_fAeAdse_ 72oo 7m2;on___

CAP_TUlOVll p o l í

Resolución
( 4 y 7 deterl_lnan Un g de 72^

A _ o A IA 3 y _ _ d e t e r m_ n a n u n g d e J 2o
A _o ,, A2 El arcoA)A2 en total determina _ peres y como se
o _ _ 720 tjengn l O a r c o s u e m i d e n O o
_ 360 '
_ que se tienen lO(5)=50 pares.
g ,_ A 3
dO.
r ' l 3
360 ,, _ 36o A__ y A3A_o determj
_ ; AJA7 y A3_ determinan Un a de 72A
g _ ; 4 _A _A d e t e r m __ n a n u n g d e 7 2o
_ ; _ t 3
36o ; : 360 Al_ y A3A7 determlnan Un _ de 720
A ' A A)A4 y A3_ determinan un a de 72^
7 ! 5
_ 36^ _ 360 El arCO __A3 en tOt_ determina 6 pareS y Como
!, 6
se tienen l O arcos diferentes quR miden
F_ura 7_5 odem '
OS nOtar qUe Se tlenen I 6 = 6 O p a r e S.

_den la cantidad de pares diagonales que se 3_"'C_O_TOmandOelarCOA_A__ (qUemide I08^)
intersecan, determjnando ángulos de 72_. Se eSta_a rePltlendO el l " CaSO_
Se sabe que Por lo tanto, la cantidad de pares diagonales
que se intersecan, determinando án gulos cu ya
_

a o c __g___g___
0
A_ ,
__ Alo_U_ A
72
Ag
D 3

F_yra 7_6
Ag 4
mAB+mCD
a=_=
7__A,
_ _ A6 '
_ mAB+mCD=l44^ ,
pa,a nue,t,o ,oblem, l,s medidas de lo, a,,o, v F%' ~_ 7'_7
deterrninados por los lados es 360. , Las diagonales A _) y A __ dete_inan
l"' caso: Tomando el arcoA_A, _ ángulos de medida de 720 , pero no l o
hemos considerado ya que la intersecci ó n
J_ y _AJo determlnan Un _ de 72^
e lC aS la _Ona eS nO Se en C U e n t r a e n e ^
Al_ y __ determinan un a de 72^ inte_or, sino en el polí gono.

A__ y __ determinan un a de 72^
c_VE C2 8 5
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rob_emas _gcreati_os

I. Si dejamos caer una bol ita en este laberinto polig_nal regular por el canal A , _cuál es la probabilidad
de que alcance el ángulo inferior izquierdo A J y el canal central A2?

A_

OOeO ;
oooo
oooOo
o0Oooo
_
A_ A

2. En un campeonato de fúlbitu patticipan l6 equipos que se enfrentarán todos contra todos. Si en
cada Fecha todos juegan dos partidos, se�ale  cuántas Fechas se jugarán, cuántos partidos po_
rechas se disputarán y al F_nal del campeonato, cuántos encuentros se habrán realizado.

,/,_,_, __?_,__ _;___ _ ,_, ,_,,, ,L _
m__''''s> __ ,,___^_^_'___ n , ;.. ?;_v?_, _ _'_ _ ;;_,, , , _ v, ^__
_____ _'_ ____v_________?__ , ,,_,__ ' '-_ _ __, _q,__, _____' '','_'v_n_,_____;_
s __, ,\, _ _ ' _' _ X c_,'_ ___ _ _:__ _'y qn,__ _' n_' __''i'4_''''_:v_;,_ '_;_ ___;/,__ _c_ " '
_''_ ,_ __, __,,;,_ _, ____,__Ç,_,,;, , ' __ ___ __,,_____ __ '

'__ '?1'_' __"___, , __n_'_
'_ ,_>_ , _ ,_ ,_ __, ,_' __ ? _, _ x __, J _ . _~^'_' _ _ '_q_____ __ , _ ''

;,__m___________,,__;_____;'___n''_'_ti____h_ _ 2''_,__,;_;,_,_/,'_'_''' __, _w _ _'_'____"_\__''_" __" ___'
, _ W ; _,_h '___,_ i___ '' _ ' _^_ __ _4 _' ? '_ ___, m ____, m _ _ __'__ ' ' sin/_ _ _ __ _ , jMv " '____,__ ' ' '
' __''_''______4_,_M _?' _'___,',__ >____ __c _ m_'' __ _ _,_____, _,, ,, , , ,__ ,_ ;,_ ;'__'_ _'_ ;', ;'';'. _ ;,, ____ ,_,q , ,_ ,v; v_ ,; ,_' ,e?,?,' ?N; , __'' _i , ____ , _ ; _ ,\ __ ,

;_____,' Ç__,M_m_'____'___,__',_,____y__' __,, :_', _, ___^_,?__,K_c__m ___'s_' ^_,__^_,__'s___,_ßv_'__,_,, _ _,__,,,,,__ _, , "' ''__ :'___^v____ _ _'_'_ ,,__ >_ ' _ ^ _________ ''__i _,'___, __________ ,,,_'______m________ __j____ ;___;
J_ ?_ , ;,,,_ vv_; , ,,;_5_ _\ __ _____ ,____,^_,__, '' :', :,; :__,_ , ,_,,?_ ,_,?, ,__,, ___q o__ __, ,__ , ,_, _ ?_,,,_c___?,_'____^c m_ , _m _,",___ ,___y;_m_____ __,_ ; __ ,; __,_,_ ;__, , _ ,_ _,, , ,,_ , ___ _, ,_ , _,,_ _,_ __ __ _ ____'___, '_____%_,^^n_,_'0,m___m ___, ,_ __ __ v'_ _,, c, , __ % _ c_ __ ___, ,__ ,_ ,_M, _%c__ _?, ,', ._; _ ,, __ _ ____ ,mM, _ _ ___ _ __ __ ___ ,, _ _
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CAPITU LO _ l l Pol ígono_

Resolución l
Como podemos apreciar en la F_gura la _robabilidad en el primer caso es l/64 y en el segun_u caso es
5/IG�  20/6Q.
_'__. ,,
A
l'__ _1/_
l l
I/9 1i4 l/4 1/4
_ l_ _
_ I_ l/4 !/4 I_l_
l _ __, _
/ U16 Y1b 316 YI6 _6 _rI_ I_
_ _/4 38 l,J_
1_l_._,.___!_ _1J8
_ 1 618
j _ _ _5M _
f
A_ A2
•'iD' _

Resolución2
Para resolver este problema nos apoyaremos en las fórmulas de
__ _2 los polígonos donde _ es un equipo (__
_ ,___,,,_. ' i '-"'''

__' ,/,'!_ _,
g0' // ,_ !, '. __ Sjsolofueran_equjposelequipo__tend�anqu__Jugarentotal7

,' ,J _! __ partidos(n-IJ,asítambiénelequipo_2,__...porlotantoenlOtal
e7 _ _ ! D__ d , . 2 g . d g(g-_) _ n(n-l)
' _ Seten fanqUeIU_af _a_l Os_,en gene Fa eS:
_ : 2 2 ,'
_' ._ entunces con 16 equ_pos se tendfán que ;ugar _l6(!5J __ _2o
_6 5 2
pa_idos de los cuales cada equipo jueará l 6 - I = I 5 encuentros._
I _2
D _' a Con 8 equjpos en la primefa fecha se tendF�n  que disputer 8
gp ap pa_idos entonces con l6 equipos se dispularan l6 encuen_os en
_g o __ la primera Fecha. como son l 2o paftjdos se tendrán que ju gaF en
3
_ 8 fechas 7 de d_s partidos cdda uno y l Fecha con un solo partido
D 3
pOfeQUlßO.
_ 0 D_ ' Se iUgafán 8 feChaS'
6p 4p ' ' . se disputa,a/n l6 par__dos salvo la u/lt_N
5p o habrágp,_;d
_6 _5 ._nnalse,ea_j
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4___D) 8(3 lo) ____E) 4(2 7) _AD))52 _ _ _B)4_2_gogno_t cE))3l 5 /

0
fObIemaS _fo_ueStos , ,

I. Dadounpolígonoconvexoden lados,donde Calcule la surna del número de diagonales
n es paf, calcule el nú_nero de diagonales de diChOS pOlí_OnOS_
trazadas desde los vértices impares.

A)n2_2n_2 B),2_3,_3 c) _(3n_ll) D)3 E) 4
4
n n 6 Se tjene un pentá ono A8CD_ tal
- n- - n- ' __ __ '
que AB//CD, BC//_D, A_ -- 2, CD = 5 y
2. Los ángulos inte_or y extenor de un poljgono m_CD + m_D = l 80^_ CalCUle A__
regular miden 0 y K0 respectivamente. Si
K toma su mayor valor entero, calcule eI
número de diagonales rnedias del poligono. '
A) 4 B) 5 cJ 6 7. En un octógono equiángulo _CD_FGH,
D) J E) g 2_(AB) -- 6(BC) -- 3(FC) -- 3_(CHJ.
Si en AB, CD, _F y CH se ubican los puntos
3. Los puntos A, B, C, D, _, ... son los vértices P, Q, R y S tal que PR y QS se intersecan
de un polígono equiángulo. Si se ubica pemendicularrnente en L, calcule QR.
el punto P en la región exterior, tal que ConsiderequePl=6,LS= l3yLR= l2.
PD interseca a BC, rn_PAB = m_DC y
m_Bc __ 2(m_p_J, c,lcule le ,u,na de AJ l3 BJ l4 C) l5
las medidas de los ángulos intef_ores de D) l 6 EJ l 7
dichopolígono.
8. Se tiene un polígono equiángulo ABCD__ ...
A) 720^ B) l80^ CJ 5400 en el c,,l ,e t,a2an la, b;,ect;ce, inte,;o,e__
D)36oo E) l o8oo '
de los vértices B y _ intersecándose en P. Si
mqBCD
. En un polígono equiángulo A8CD_F, se m_P_--t800-_'CalCUleelnU,nerG
cumple que AB = 8' BC = 4 y CD = 6. Si de d;agona_es de_ po_í
por D se traza la __ pemendicular a la
prolongación de F_, calcule la distancia A a AJ 2o B) 27 c) 35
_,. D)44 E) 54

A) IO B) l l CJ l2 9. _cuá�tosladostieneelpol_gonoregularcu__,.
D) l3 E) l4 ángulo intemo mide (q+4) veces la medi_
del ángulo exte_or, y adernás se cumple qL_
_. En un exágono convexo se tra_n dos e_ nú,nero de d;agona_es es 36q7.
diagonales y una diagonal media, taI que no
se intersequen (consjdere que los polígonos A) 22 B) 46 CJ 47
no tienen regiones intenores comunes). D) 49 E) 2Q
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CAPíTU Lo V I I Polígonos

IO. En un polígono equil�tero  se conoce que AJ 247 BJ 230 C) 209
desde 4 vértices consecutivos se pueden DJ 252 E) 529
trazar 29 diagonales. Calcule el pe�metro  de
Ia regi6n poligonal equilátera, si uno de sus l6. El _' gulo intejor y el _' _lo _tenor
ladOS mide 6 Cm. de un polígono regular rniden 0
(K - I)0, respectivamente. iCu_es son los
A) 48 Cm B) 54 Cm CJ 60 Cm valo Fes entefos que puede tener K para que
DJ 66 Cm E) 72 Cm el pol;gono e_s_7.

lI. En un polígono regular, si se __p_ica e_ AJ 2_, 3 B) l N, 2_, 3_, Q cJ l,_ 2., 3_, 4_, 5
número de lados, la _nedida de cada ángulo D) _ ., 2 E) _ d_ 2., 3
interior aumenta en 240. Calcule el número
de di_on_es de dicho polígono. l 7. Se tiene un polígono convexo de n lados y M
diagon_es, t_ que _ > 2n. Calcule el rnenor
A) 20 B) 65 C) 44 valor entero de n.
D)27 E)35
n)5 B)6 c)1
l2. Quince veces Ia medida del á�guIo  interior D) 8 E) 9
de un polígono equiángulo es igual al
_dadesua/ngu_oexten.or l8. iCuál es el _lígono en el que se pueden
_me,o de d__ago,a_es que se tra2ar 38 diagonales desde 6 vé_ices
_ ,t_ces consecutivos. consecutivos?

A)octágono
B)undec_ono
C)nonágono
_t. _ un po_,/go,o ,egul_, si se dup_;,a e_ DJ deCá_ono
núme Fo de lados, la medida de cada ángulo E) d_eC_OnO
intemo aumenta en l5^ CaIcule el núInero
. _ l9. CUantO debe medlr UnO de lOs á�_ulos  de
un polígono, si tiene 27 diagonales y todos
sus ángulos intejores se encuentran en
progre s i 6n ani m é _ca.

A) 12oo B) 13oo c) _4oo
os án_Wos de un ex_ono convexo se
encuentran en progresión antmética. Calcule
el mayor valor entero de la raz6n. 2o. En un po_,/gono convexo, ,educ;mos a
Ia tercera pa_e el número de lados, y
A) 220 B) 240 C) 230 t,s d;agonajes e 52 c,_,ule e_ nu/me,o
D) 25o E) 34o de d_._o,_es tr_d_ desde 4 ve_._
consecu_vos deI polígono inicial.
Un políg OnO fe€u__ ABCD_FG...,
m_C_=I__. _cule el n_/ ero de A)21 B)25 c)2g
di_onales D)33 EJ37
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_; __/ __?___' _,,_,,_ ,___'_ " ,,__,_'______,,,,__n_,_,_,,
f f
_ I_Cu_e Fe_Cl
___ 5_;,' _,_' __,',_/_. k_;:__vv, ,,~___^___^'__^v_-_____,__ '_':__R_

OBlmVOS n
_ Conocer l_ propiedades y tos elementos que se _o__ a la circ_nfe_nci_
_ _tudia_, las prOpiedades de_los _ul_s q_e se pueden _ a _a _ircunfer_n__
_ Aplicar de mane_ adecuada __ propiedades de cîrc__e__nci_
i Di_eren__ las _sicianes rela_v_ de dos c_c_fe_ncias caplan_e5.

lNTRODUCClON _, _ ; ,__
___ _ _
obseNar el bOrde de la LUna O el SOl, el homb Fe tUVO laS __ __,__,V_ ,'_ '_ , _
N,nerasnoc_lonesde c__,cunfe,enc__a cuandocoriun,na,an;, ,L __do'__ ? _ _ ___? ___
_f_ t _ t t,? ;, I _' _ , 1 _;
o un limón el contorno de la sección �__,__  ,, J__; __ ;, ?_,,, - __x
./_/;m__\_ ' planatiene Formadecircunferenciay __,_,O,_,,_,__,,,__0____, ,,,__
,,N_ ____'____",,M____'''_^,_%_ ?__ que equidista del cenEFo, esto!levo a t_____'o__,?___ _ _ ß_ J_,_ y_ ?__, j
_,_ _____,_,_,,,,_ _ _^ __, _ _;_,_ ', __y ___ conocef las ,._me,as ,o _.edades de ____ _,_ i_; _' _,',__ __ _ __ '_ '__ __,,_
e ;_ _ _ __n : _ _' _ ' ^_' :_ ;-' _ __ _ __ ' : __ _ ' '' _ _____ ___, ella _ _ _? ^_ _ _ ' _ ^ ' _ _ h __ ___ _m -___ _ ' _
. _?n ''__ _,_'_,,?4?_q,, '_.,,_,___,x__ _ por h_NstonNa sa__nos ue h,ce ma/s , __?_ _ _ ^_,__-/___ ' '' '
'._ ______-____^_s__'__ __, '' _____Sn_,__ _!__ ; '_'_
' _/_ , ,_,__ _/_____ __x de 2000 anOS a.n.e, se deScubnÓ la ___ __,_,,,_,,___,__v',_ m?_,_n_ mm,
_ , __ ;,_ _,'u ,,,_, ;_ __ _ _eda. Los egipcios, aprovech0do que Abod y m,_em,,_,.
S SUS te_enOS ef_ ll00S, deSpl_b_ laS m,tem;__,,s med;e,o_s en Jnglote,,, _e
\ ' r__ _a SUS COnS_CClOneS US_dO Ricardo de WaIIin_ord, pro Fesor en OXord
_n 4? _"_ _ ? _oncos de __les que luego hacían y obod de un monosterio. _n lo imogen,
_ " _, , _;v_ _ ,__ pos_b_emente estg Fenómeno de se le ve trobojando con _n co_�s
_ ' _ =,x.. _''____ ,_?_,,,_%__, r_adufa .lns .lro, _'hombre a cfe_ _a rudimentario.
-__ _'-'______'__'_",__ rueda.
;_ _, ' / n'____ ;_m_/ Enlaactualidad,sabemosquelarueda ,_,___
1q 'V _? _ ;_i\\m_ _'_?, ,_ '_?
y ._!_h?__ _ _,_' __J es un obleto muy impo_anle para el __,m
Xv ,,,,, , , _,_ _ transporte le_estre, de ahí la necesidad
del estudio de la circunferencia _,
CO_Of U_ ImOn Y Ul1O _Ordn/O . . . / , q\__ _??
_ muest,o uno djstribuci�n  Vlamente_ SUS _fO_le a eS tam len _ _ ;_____?~
rodial, dande eI _orde se aseme/a SRfVlfan para eStU laf OtfaS I_UfaS, ta eS , /
o Yno CirCunfe,enCId- como los potíeonos regulares. _ Wno p_senta (__ _ circun_reMia.
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CAPíTULo Vl l l Circu_fere_cias

RECT_tEt_N_E s _
e observa que _s es secante en P' y T a r__.
Es aquella recta que interseca a la
En el llmlte CUandO P' Se aprOXlm_ a
circunferencia en dos puntos.
Enla F_g_ra8.5, _r___M= {A,B}. __s, tiendea_Jr _ m__Tl=90
Además A_: cuerda
.'. __t_
RECrAT_NGENTE

Es aq_ella recta que interseca a la' Otra Form_ de demostrar
circunferencia en un solo pun__. El punto de
intersección se denornina punto de tangencia. _ _
En la __gura 8 .S, _, _ r_ �  ( T} v. T es llamado _ __
_ntode tangencia.
f

REe_AE_ERlOR r
-- O
Es aquella recta que tie_e __dos sus puntos
__terio_es a la circun Ferencia.
En l_ F,g,,a g _ _ _ r_/ - _ m_J _ recta
' _ 3 - t _'
_iterior. (bJ
D _jgur_8,6
Teorema
__a rect_ tengente_ a una circunferencia es En _a f'gUra 8'_ (b), '_r r '' ta"_ente " l"
. d_ _) _ ci_c__nferen_ja _e ob__N_ __ > r OM > r- OJV > r v
_. _e_dlCular _l radlO Se_m_ntO ra l_ en e ' ' ' ' ' '
__a así cualq__ie-? _tro punto _istint_ _e Tque se ubi__a
__n _7. c_umpljrá que es may_r _ue _, entonces r
._/n es la longitud def menor segmenlo traza__ _e _
a_/JJ+.
_\ -_ m_OTS=_O^
\__ T l
D_ r
a _\
\_ _' ._. _r__, ,;

_0P \'\_
,_O r S
/' ,,,____'^_ 7 ; '__ _ _ ~ ' '''___'V_m__,_,_'_ ____%__,?'% ,,____h_' \ ;n_;____' _ _
/_ ___ "mv__,' _0,_m_, _ __,_/__y,'em_,?M___,_,_n;_?v____n,;_ _
/ S _ _____"__ ""^'V''\'^__'_?'v"_%___~_'_"_m_q
^?_ Sea d la dist_ncia _el centr_ _e una i
(aJ- /' circunferencia de radio r a una recta dada ?^
' co_Ianar e _ich_ circunfer_n_'ie, entonces ,
__far_ urag6 a _ estan entea c_/_enr _ d<r _ IareCtaRSS_Cant__ ý;
' ,' r ' ___
m_TOi _ d > r _ l_ recta es exte_o_.
_' ___: l__ó_celes _ _ = gOO--
2 _ //__ _ ________'_%Tmn_hv_ _
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lumbreras Editores G eo met r ía

_N_U_Ot _SOtl__Ot _ _ _lRC_NFEREMC__

ÁN_U_O tENrRAL ' ' ' Xx' nv v''_'_M '' _ _ _ _ _n_,,

_s aquel án_u_o c_lv, _ ___!-_jr'e e__ cl centco d__ s
una c irc'unfe rc ncia. A ,

' L o
regi_n _ _
_ \_enor ,' '_
(,t _/ / ,,,'

_ (bJ
F_ur_8N7 F,_yu,,8.g
__n _a n___L_ra 8.7. _4__' �_!__!to  c__ntr_f.
Dc la r_€ura 8.8(b) Ad: arco m_nor y
_ n ___%_ ,J . _ _ _ ;_/__?,, _,_'___?;_ ' _yIB:arc_mavoF. _,
_ ,_ ''tt_t , _ _ ,_,,, ' x___'r, _'''\ ;___ ' . _

_ F_ cO,_,un€c d_ untO_ de __ _,.lrc.unf_,_,nc.;a ' _ d'__ne_o de un_ circunferen_ia de centr0 _,
. .' _ , _ _ i_ ' ' s_ ll_me ___o menur d_ la misma a la unión '
' lntt_n Ort_t _ _n_U 0 C__t_al S_ _lll_ drrO _
, . , _ _____,BytodOS_O.sD. UntOSde taClrcunferenCl_
v n qu__ e___tan/ en l3 re€ión intey_ i___r _el ___B,) se _
'_ _ ia r___-_ca 8.7, AB: L1rco correspon_iente al _;_ , _j_ma _cu me,,_r a __ _,n_lo/
_ _ _ _ _x lo__ _llntos de la circunfe_-encia _ue est�n  en X_
e\textenor.
e I_anla afCOS en €en_Tal a l_S arCOS rnenU-
?_%____à__ ,, __ _'__ res, semicircun Terencias y _r__os mayores. _ _
' Si L es un punto distinto da A y 8 al arcu se __
semipl_o,, jndicaf_ ALB o Bl_A \
_ _ _/ _ . / ,___ _ .,__ , /

;:n A _,_, g Detinitión

_ La medida de un a_co AB es igua} a:
_ _x; _ lamedidadel ánguloc_ntrai correspondiente-,
_ (a J X si _B e, un a,co men,,.
' - _ l800, si _d e5 una semicircunferencia.
SeanAB diámetro de una circunferenc__a vH
, - _ _ 36O_ menOS la medlda del afCO menUf
_ cualquiera dc los Semi_lan05 _eterm!nados _
_ _ __ COfres_On_lente, St eS Un a,CO mayOr.
p0r Ia _ecta AB, se Jtame semi_irr__nieren_ia x,
a l_ '_nión de A, B y todas los puntos de
__ ci,cun(e,en_;a quç, es_ t_, en ___ _e _os NotaciÓn
_p__,s. __,n Para l__ medida en grados sexagesimales de l_n
n afCO AB CUalqUlera, Se _ndlCará COmO mAB.
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CAPITULO Vl l l Circunferencias

_ _N_U_O INS_RltO
A
Es aquel ángulo en el que su _'értic'e se ubica
P O, a g en la cjfcunfef_ncia y s _ _ s l a d o s c o n l i e n e n d 0 s
,/ cuerdas. El __rco cuyos puntos son intej_ces _l
, g\
_ an_U O _nSCnta_ eS e aYCO COrreSPOnd_

Ffgur__._
A
d;_ngulocentral _\
Por dennición m_40B = mAB '
_ ,n___g ax _
-> mAP_=3600-0
,_?__ __q,,,?__ ___Cl___ ,_,_, _ x_ _x , n w _ / m __
;_ _ ' __ _ h ' ' ' '____ ' " ' _ 3 ,_ _
__ _ ^_'_ _ _' _'n n_v
A veces e_s conveniente c_nsiderar a
la cjfcunferencja com_ __, _rc_t a_,n ue no _ Enla n_Ufa __l_
__ tenga extremos. En este _aso _se c_nsjde Fa _u x _QB_ á___lo iElsCritO
.; medida 3GO^, , AB : efc_ c_rr_s p_n_iente al aA QB
_._,,___ n ,,m n_ /_ _x _

Teorema
La medida del _nglllo inscr_to e__ igual a ld mitad de la medi4a deI ar__ conespondien_c.

mAB
ar_gura X=

Demo_tr_rión
Consideremos los tres casos siguientes:
A A
x,_ g a,_

x o;_- _ a- x-----;j_ _ e __-X_a_ �
'_\ _'\\ G \_
'_ __ '_ _
B
Ffgu__8_ll

QB: diámeLro; m_ = 0 _aQB y __QA: isóscetes; x = a + ß _OQd y _OQA: isóscel_s
_QOA: isósceles _AQ_O: m_40_ = x+d+_ = 2x D9 QA08: x+a+x _ 0 ta
0 _ _
r Cenf: _ _ X_- OrqCe_tf_' = t X=_ t X
2 ' 2 2
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_DE_re_ml _ostra_ctl______D__t__/a_/___________\/_\l_\/o___/_/_//_m/_/l_J4Bn_g/_AB+0_xm_ B__ _ AegApts_u_gn_u__c_a_osano2__nt_Dg_p___u__at__lc_rt_o_E_l__yc__ptu|atl_e__o__w__xn__Ro)____r(\0_\_\2n_J\______\____\___A_\_______ 2 ________________________o_ f___ ((_))

LumbFeras Ed itores Geometría

_NG__0 E_lNSCRl_O Otr0 form_ de demosrrar
_s aquel ángulo adyacente y suplementario /_
a un ángulo insc__o. \ ' ,,/'

8_/';
\\ _____ .________. _0o

'-_---------^-: c ,, (cJ
gura8.l5
(aJ se traza por B la recta tangente _.
a f_gura g. _ 5(aJ _ara el a/ ngulo _n,c,ito ABD .. Por ángulo semiinscrito
_ABC es ángulo exinscrito. mAB mBD
TeO_ma EnB.x__ +g __
l,a medida del ángulo exinscjto es igual a ..
la semisuma de las medidas de los arcos _,ii mAB + mB_
co,,espo,d;ente, po, d;cho áng,_o. (I) en (IlJ; ''' X =

Enla Flgura8.l5(a):_ X-- 2
_. . Es aqueI Óeulo cuyo vé_ice es un punto
.o_n interior a una circun Ferencia. (El ángulo central

(bJ
_ la f_gura 8.15(bJ= x = a+0 (I) En _a ng,ra g _6(aJ p. _nto _.nter_.
' a^gUlO 'n'C^tO _. / ;n 0
mA8
a_ _ Teo_mg
_ D la medida deI ángulo intejor es igual a

correspondientes por dicho ángulo y el ángulo
Reempla2ando (lIJ en (lJ o ues_o po, e_ ve____

, ' x__mA_+mB_ __' +m_D
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____tgG_eu_nlteosaEp____d_t2___E___2_DR_x_|__0______R________(___b_____J__D_0___0tB_12t _____2_______g__________________ cBD 2 __g___c _______o__r_(\\d_l_ Jotl_t___ t____A_ a_

cApjTu Lo vl l _ Circunferencias

Demostración T ; punto de tar_gencja
P :puntoexterior
C , PQ 'secanTe
Pax _ _pr :
a .
' _J2 _ .B _TPQ ; ánguIo exterior
D ' - - - - - - - - -_- - - - - - -

Fceura8.J6 P _
0 a ' _;. _
r an_UlO InSCI__tO: _l = - ; m_ _- -
0 a
_' DP_; X=-+_ (Cj

____ _ . M v N: puntos de eangencia
mA8+mCD ___ __pM. a/n ulo exte__

, Teore_a
La medida del áng_ilo exterior es igual a la
Es aquel án3ulo cuyo vértice es un punto semidiferencia de las medidas de los arcos
eiterior a una circun Ferencia y sus lados pueden correspondientes por dicho ángulo.
_- r: dos secante_, una secante y tangente, o dos
__cha c l_ ,cunferencia Demos__rión
A

o_ D__'2 \\\
c !. pax.0 '"____

raJ , 0/2 B
En la F_gura 8. l7(a), P: punto exterior
__ y P_: secantes a la ciTcun Ferencia
_RA : ángulo extejor. 0 y a son medidas de los arcos correspondientes
alá�guloAP_.
a g a
. Por ángulo inscrito mqCBD= - ; In_DA= - 2
Por medidas de Ógulo exterior al _P_B
S l\ a

P '\ .........,.. . ..... .,
ii. x_a_0 _''_,...



___p__ o_____________ra___ngug_lol____n____A_____sc2rlto\__\______________________________________________________________________________________________________g__________ _____ _____ __________ _A____ __________________________________t_________________2_\___________________\_______________________________________\______________________\________o________ _2______________________________________________________________________________________________________________________________________ ________________________

Lu m b reras Ed itores _ eom gtrja

o K

N '_2 __
a
S D2 : ;
\\ g '_ O
p,aX g ' \ 0/2 . --__ox _._
_ P 8/ j_
T ' , ,,_
M
e_ _,_ ' '

Por ángulo semiinscrito F_u_ 8.Jr
0 pof ángulo semiinscn't
m_PTS= -
0 a
_ _ , m_MN=-;mqKNM=-

a _p_1N. 0 a
mqTSQ=-2 ' X+2=2
_PSr i'_ '_
ii a-0'_i_
N _ X _ '_ i i
a i 2''_i
X+-=- | _
2 2 _' '
' ''''''' ''''' '''_ ' '''''' También _PMN es isósceles. Además, se cumple
a_
.: X_- _ 'P''''' '''''''''''''''''''''' ' ' _
2 _ x+0--_1'8_ ________

''' PR0_ilED__DE_ DE',. __ __ _'' C__ l_ RC. UNtER____l_. __:: _ ...,.,. _, '' ...' . .,,.____'_ '_''__'__ '' ' ' ' '' __ ''_.__'5''_j"''___;_;_:._.;,:_._.__.'___. ,..,. ,,,,... .:.:. _,'',''''',_''_'',:'.:_,_''_,:'_.:'''_',.'_,,.,__,_'_''''_;__'''_'''_::..':'.'_!;;''' ' ...,,,:_.,',_.;,,.:._,,_'___,.,,,.__;'.____:;.____._.q___.__..:":'':...:.... .;__ ...,''.,...'_.;,,:.:' '

I9 Dos rectas paralelas, secantes a una circun- Además, en este caso
Ferencia determinan arcos de igual medida
(arcos congruentes).
t\
\\\ B _l

\\ B __ ì __

2 _2
C D r
(_J (bJ

Si __ //_2 _ _m_C__ .. _.... ._ ' Si æ_ / __, _ ' mA_=m __ _
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_ _____ncaA___a_Dtgc_________2B __\ __t_/_/ na/t/F___oc(f0bee?J8nn__telo9n___c_ecsenA_LtB_rt_lo__t Ltdtc)eDdt tlc_ha

CAPíTULO Vl l l Circunf_rencias

Demosnac_ón DemosN0cjón
_ _ _
..A C,'i

A // ' g __ " ,';
! \\a /// / R '._ , _'
__ a O
\\\ a X _ a
\\\\ \ _, R,,/ O '__'_\R
c D ,' R__ _\
_B ì _\\
rcJ
__8_l8

_AD: ángulo insc_to en _ Si AB _ CD = a, traaamos OA_ O__ OC y O_
_ _ _ OA=OB_OC=OD�R
m
_ rn__=a=_ ._. _AOB__CO_(c_o
/n ,_o _.nscn.t o e n _ _ m_O_ = m__O_ _ a
.'. m_ = m_O_ -- a (_cent_l)
mAC mCD_ rnqCO_ = a (gcentral)
2 _ , _J
como_ //æt a__ __ __ma
l 2 -
An_ogamente _ caso antenor se demuestra
-. __ = mA_ que si m_ =m_D_

lII. La mediatnz de toda cuerda de una
a. _o_ cuerdas de igual rnedida dete_inan c _. r c u n f e r e n c _. a c o n t._
en una misma circun Ferencia_ arcos de igual c _., c, n f e r e n c _.
medidaynceversa.
_
A C

A
_ _ 0 _
_. O ' _

B ! D
B
(a)
SjAB_CD M _
Sea _: media_z de AB y O: cen_o de
_ __x_mCD_ _ 'a,/_v_,
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p_L ___/g/y/g//_ppB/__o/ttIJJt______o__AB,__aRAg(A_t_c2)__22a0p__g__ _g____ _ad_ dppd

Lu mbreras Ed ito res G eomet r ía

æ PA y P_ : rectas tangentes a r__.
A y B : puntos de tangencia.
\_\ P _
_\ punto extejor a una misma circunferencia

A_ _B ' 'U

F_' ur _a8_O
Si __ es mediatnz de AB, entonces todo .
punto que equidista de A y-_ pertenece a æ,
asíPA=P_�d.  (bJ
Si O es cen_o de _ _ OA �  O_ = R, es decir, sean A B untos de tan enc_.
O equidista de A y B, O pertenece a _. ........... . .. ....
__ ''__!___ O__._... . '
,,.,,_,,__i__'_'_ ' '___ _'0_''__''0_'d__'0''_0''___'_0 '__ '__'_'__'__'___'__''__''__'__'_'_''___'__'__ _ ___ _ _ _ _ _ _ _ _ ' _'' '__'__ '_''__ _'_'___ _'__ ' '__ _ __' _ .. Dem ostr_cjón
''''..i,,__,__,_,,.,0..,,o _8_i__. _. '' _''a __,i' i'__''.''i'__,'_t_'_!_.,._.= e,i_i_0.'__._ fV_._'0'''. t_.'_ =' _i__i_!_'_' _.. .. i..i.'_.....i..__ ' D _ _ _ ^ _ _ ' ' O ' ^ ^ ^ i _ ' O O P O O ' ' 0 ' ' ' d 0 ' ' ' ' _ ' O O - ' 0 ' _ ' _ ' ^ ' _ ' _ _ ^ ^ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ' _ ^ ^ _ ^ ' ^ ' 0 ' ^ _ _ D ' _ ' ' ^ ' O " ' ' ' ^ ' _ ' ' ^ ' i ' _ P ' ' ^ ' ^ ' ' ' ' ^ ^ ' ' _ ' D 0 ^ O ^ ' ^ _ ' ^ ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ' ^ ' ^ ' L _ ____ ^',0'o_D,,
'_@v''''''' '0__^^^'000__''_o, _ A
i__! ,/ SiAM�MB=e_______'_o  ,
___:__ ;,// O:cen_ode_ ;_^''_,^^'__,, ,_
_'''''','''' Oi' ____^^; /' ,'
_,__-.__.. ; _ O Ml Ag _ _8 _0 _0'_.D. ,// / ,J
'o0_^^'0,,_'_,,,, A _M,_ B ._.'g_..9_''___;_ _,__,,0,_,v, Ja
__;__.0^'__,''o_,,, F_ur_, 8_l __8___'__,,,'00o,
F_ur_8__
OStUl8dO
Desde un punto extenor a una circunFerencia _AB: ángulo semiinsc_to
solo se pueden trazar dos rectas tangentes a m__, 0
dicha circun Ferencia. _ mqPAB-- _ -- a
. __A: _gulo semiinscnto
% o p _m__Am__o0'

_AP_: isósceles
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CAPíTU LO V I l l Circun_erencias_

.O' ,g.'=''_.'.,_..i,_ii_''___,'''0...,_''_,!'__....._...._.!.;_=.=..'_.._...,=.._._.....e=,!!..i!!.!.0!..=....'.'..'...__...._.._.._...__!.......',.,!_,,''__....,...!...,....a.,.a.!_..,.,.=;.!._! ,..c...., ,..._=!.__,'',....0._g_.=,_i.=,..',,.,''__.,_!....n,,_!_'_!,,,.''.._,.!..'_.,.......,.......... =.,'...='..',i...''__. iii''_,.ii'''__. ii''''_,.'''__..'''_,'___?'_' _'__' "__ __'___o0 _____'_'_'_'_'"_'_'_'_'_'_'_'_'a_''_'_'_'_'_o0_D '_'_''_'0"_'_'_'0'_'_'_'_'_'_v__qv_'_ ''_'_ '__'''''_o__'_'_"_'_'_'_''0'_''_'_'_'"_'_'_'__'_'_'_'_ _'0__0 o'_'_' -0'_'_''_'__0'_''' 0 ''_'''_'__'''_'__'_'_"o "0o'"ooo0'o'0_'0'0a_'_____'_'_'_''_''0 _''__'__0'_'-_'_'__"'''0'a'"0""_'_"0'_''"'"_'"_"_'0''_'____'_'_'_'_''"_'_'___"0'_'0'"0_''____'-___'-''__'''__'_____"__'''_'_''____'__0__'__0_'_'_''0 a'o' "aa00"0'0'__"___"_'_'0__,__0__'_,,,,_,o,,'

____,0'0Dd_DD,_^^_D,,, ..A OA=08=R _______,',,_,D_
_'_____ood''___''',, __ R,/,J0 ' ycomoPA --P_-- 0 _,_o_,_,_,''_''_o,,,"
_a0'_''_ ''___ o/' J eIDAOBP:trapezoidesimétrico _____^'_,,__^,
__i' ____ J a ___'_o,,
__',,_p R ___'/ ; ;b___ _ PO:Bisectjzdelg__ ________'''_,,,,,'v_o,,,
i!i, R _ ' - ' _ _ _ _ po. mediatn'z de_ _g _____0''_,_,d'^_D,
_?_, _ J ''__a _,_"__',
'' >. a ___ __9,_,d'_.,,
0 ''__ 'ii__'_'''_
0 B P __,._0_'___..p
_ F_ur08._3 ____i__''i_

Axiomao teorema
Si dos circunferencias se intersecan, ha de ser en
dos puntos. Euclides basó esta aFlnnación en que . R
intuitivamente parece que ello es endente; pero en una %2
exposición deductiva de la Geomet�a,  una aF_rmación de
esta clase debe enuncia Fse en cuanto axioma ostulado I, , _
J 'a '
o demostrarse en cuanto teorema. _ ,'
Sean %_ y _2 dos circun Ferencias de centros OJ, 02 y radios _ ,'
a yb respec_vamente donde O_02 = c, si _ < b + c; b < a + c
y c < 0 + b; entonces %J y _2 se intersecan en das puntos,
Ios cuales estan/ en lados opuestos a la recta que pasa por C
loscentros.
_ b
Demostrac_ón. De (a < b + c,b < a + c_ c < 0 + b).
_r el teorema de existencia de un tná�gulo,  existe un Boa c 0_0A
_á�gulo  ABC con lados de langitud 0, b y c.
_a mgC%A = a y m_CAB = 0
A un lado de la recta o_o, ubicamos un punto p sobre i'' __ %z
_p de tal mane,, que mæo o _mgc_A_a (A en %J \ __b
I, 12- _- \\ 0
el semiplano superior determinado por 0_02 ). _r el a '\ o a _
teo,ema L A L a con ruen j e tnán ulo odemos C
''' t l
_egurar que _ O _PO, _- _ BCA , luego PO, = CA = b.
De esta manera concluimos que P también pe_enece a '\
_ _a qUe _j eS el COn_UntO de puntOS del planO qUe diSta
b unidades respecto de 02).
En Forma análoga sea Q un punto de %_ ubicado en el
_miplano inferior determinado por O_02 , tal que mKQOJ02 = mgC%A = a.
Entonces el _ O_Q02 _ _ dCA (Teorema L.A.L.), luego, Q02 = CA = b y de esta manera hemos
demostrado que Q también pertenece a _2. Por lo tanto, %J y _2 se intersecan en dos puntos (P y Q).
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Lumbreras Editores G eometria

_ DOSClrCUn FerenCiaSCOn__enteSqUeSe intef- Si __ _ m, entonces sus radios son de igu_
Secan determinan dos arcos con_ruentes. longj_ud_ pof lo _anto
0_A=OJB=R
_j % o___o___
Por lo itanto O __AO_ es un rombo
l 2
t ,t _I_ _=m
' ,' .'. rniqM_--mAN_

B ,__n _

_aJ ,,,_, ?_,__?_ ' __ __',____,____
'_ ""a n_'^ ' "'V_'_=___?
_= 2 t m =m s ,_,___ , ,_ ^__,;'n '_'
'_''_'_' ____? "_,/
m__c(ón ,, ;?,_ _;, ' '\_'__ _'

A ( ' =,_ _ _,^_-_
1 ' ' ,,?'____'_m _-"___
R // _\ R __ _ _ ' _c__ _m?_m__? _______ _i?
// '\ ?_ _ __a__C^_m_^__ ^_ 0 "
0_,__a M à)__02 ^_ ' ' _ ,,__y _ ",, '_ _ __ '_4
_R\_ /'R_R , __'_ '__v-_-
' '_ 0_______C __X,_ %-_g____= '"
B c_ ___ _ '__:

(bJ mIrador de ronohuora (ArequipaJ , compuesco por orcos
F__ 8_S de c1rcunferencia.

'____ _'_____' nv_DE''h_''M/ __ _ n _,_^> _s__;'__,_hW____'h_'______'^_';'_v_/,, ;;5_,_'n \_u'_j'_'\

tIRC_NfERENtIA_ E_ERlOREt Sea OO_ = d
. F . . _ d = OM+MN+N0_ = R+MN+r
lfCUn erenClaS SOn extenOfeS Sl nO Se
.N. d>R+r
InterSeCan y SUS re_lOneS lnterlOreS SOn COntUntOS
_sjuntos.

__ _ ?___ _?,9, _ __ m _ _
__ __ ?__^______d_ _^_____ __a____
0_ ___ V?______r _
, , 5 _ _ _ _? ', % v _ _ ,,,_,__ _ , , _q _? _ _,_ _ __ > ,_ w_w
' _,_,_ _ , ___,;_v__?___�','_%  __' ____
O O ' __X_ ____''____n_ _ ?"_^_"?_ __
, d _\ ^ ;__ ' ,c y n__n c -_ u __ _ _ __a _.__
s\h\_n"''V _, _ __ m _; __. _
// '_ _:' ' __ __ '/'_ '-?___ ,, v,\ ,n_ _ _;,_, _''
,;,_ _ '_!__ ';_,,_ ___ _'_ x,4_n5 ,_"__ _"hn X ;;_,,,?

Los boses d_ _di_cociones circu Iores nos muestro
___ 8_6 circun_rencios exteriwes.
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cApjTu Lo v _ _ _ Circunferenc ias

CIRCUNFERENCl_t tEC_N_Et _J__, = {i; Q}
N_rcun Ferenc__as son secantes s_, tjNenen a_ Sea R > r, entonces en el _O_PO,
,n OjP = R; O_ = r; 010j �  d
_ R-r<d<R+r
_a n gentes exteri ores
_ng_lo determinado por dos
Sl tlene SOlO Un pUntO en COmÚn y SUS tircunferentiat tetantes
regiones intejores son conjuntos disjuntos.
Se denornina así al á�gulo  formado
%j por las rectas tangentes tf_adas a ambas
%2 circun Ferencias en uno de sus puntos comunes.
t B t_
A
1 T 2 _J
,/td' _\ % '' p
R ,/' '\?_ '_

í o2, __O_

F_u_8_r _' __
^____,= {_
T es punto de tangencia _u_ 8_9
O(T = R; 02T = f; OJ02 = d _( _ _2 = (i, Q)
_ d=R+r _f
( ' l N
Teo_ma t, : feCta t__ente a _j e_ P.
Si las circunferencjas _1, radjo R y _,, radjo f son __: ángUlO FOCmadO _Of t_ y l2
_gentes exte_ores, a Fjfrn_os que los centros _P_: Ó_UlO determinadO pOr %j y _j
?_ el punto de tangencia son colineales
' Cl ftu nfetenClaS Ort090na le_
_antes propiamente dithos (secantes_ son dos circun Ferenci_ sec0tes, donde la
s_ _-enen dos puntos en cornún. medida del Ógulo dete_jado por ést_ es 900.t
j _
l _\ 2 /_
P %, '\\\goo _ ;, %,
\\ // . %_ 'OT ;
\\\\\ // _ _,_ _ _____^:_____'_,'N_? _'
\\\ ,,// '\\ ,/,/ R'\\ ,,,._,._;,;___,.:__._,__._,:.__'''_.:,:'_,_,.__,._..:__:'_.__.;__.:_,:.__._.:_.',._.'____.._,:.:_,__';_,;;_..;.;__.,,,._,._..._.......,m_.. ,!
o, _, , ' o2 o ì\ ' ___' ' '' :__ ' ''_ : '' ' '_ �_:  ' ''______ ''_ __ :_ ' '! :_'' ' '' '' ' ' ' ' ' ' ' '' ' '' '' '__ ' _ '''__'_ ' _ _ ' '' ' ' _ ' _ ' '' '' C'__' V ' ''_ ''_:: __' ' '' '_ ' '' _ __''_ ''_' __'_' _ 02
/' _ _i
í

Q

F_ura8_8 F_u_8_JO
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Lumb reras Ed itores G eomet ríat

J t a n g e n t e a _2 ; tj t an g e n t e a %J
_
l 2 ;
_ esnormalde _ y ; %j
2 2 ;
tJ es normal de _j r ;' 02 O_( O

l _ _J ; 02 _ _2 ) _, . // ' _\\
_RoT_,oo _dy _ í'f \'\\R
l - 1 2 -, I 2- _ \\
rn_OJr02=90^ ;
P_
2 + f2 __

F_u_8.J_
7a ngentes i nteriores
__ t__enen un so_o punto en comu, n y una de Del postulado de la tangente común a dos cu_as
__ones _,nte__o,es esta conten_Nda en la re __o/ n tangen tes.
interna de la otra. __ tangente a _j y _j en T, entonces
m_O,TP= 900 y
rn_O2TP_-90^
.-. m_TO_ = mqPTD, = 900
%j _ _ _
2 entoncesO __ yO __
_ Por lo tanto OJ, 02 y T son colineales.
' 02
/ / td_ '\
, / ' ' ' \ CIRCUNFERENCIA lNrER lOR linteriores)
R ,//
í Una cifcun Ferencja es intenor a otfa, si está
contenida en la región intenor de la otra y no se
intersec_.
F_ur_8.Jl

%J_ _2= {T)
T: punto de tangencia _\ R
%_ '\\\\

01T = R_ 02T = f_ OJ02 = d _\O_ 02
------- -P
i m -f _d_\
\r
2 '
Teo_ema
Si las ciicunferencias __ de radio R y _, de radio
r son tangentes intejores, entonces los centros y
el punto de tangencia son colineales. F_' yr_ 8._3
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T______//_\_ /t||_t F_y(_bJ8_36 ___ _ \ _J __AB_\__\\\c_D__pp B

lu m breras Ed itores G eomet r ía

1angente com_n interior Demos__ción
At
l t2, _
,' %j J, 0t
/ ' _ _ ; \ \ _ a - -'_Nq _ i_
_ ' / t ; j ' _ _p _ N _N
\\ /, !, 0'_-_-i- �
' ,// _ _, g D
/ '' _ C
/ /, (b)
í F_ura8.37
(_J
Prolongamos las tangentes comunes
r_ extejores _ y CD hasta P.
Por la propiedad IV de la circunferencia
'__ P_a_j:PA�PC
'_ r Para_2:P_=P_
'\\ .N. PA-P_=PC-P_
_
Así tambi.én
m__D�m_0B=a  y
m_AC= m_CA= 0
__P_:�=  2a
eOrem_
_APC:�_  20
I. .'. a=0
A _ AC//BD

\\ ; B 2.
\\\ _ , A M
\\_ !; \\_;; \ _'

; D ' _\
' _ Q '_
D NC
~J
Si A , B, C y D son puntos de tangencia. s__ A g c D, p y e son puntos de t_genc__
AB=CD (I) entonces
AC//BD (lI) Ad = CD = MN y AM = MP = QN = NC
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__AMM_gAB____cMM\\DpQ\____\\m_Fm__+yf__8__8 _ \ %_1__\\\\ n_22 _((t Br ||Q M_p__ \__ )%y2_

CAP ITU LO V l l l Circunferenc ias
Dem ostr_ ción DRm ostr_cjó n
AmM _
_.m m+_ _,P
B ; N _/
_
Q '\_ /' ;
n_ .. _ /' , ;_r
D _+n NnC _", _
(bJ
bJ
F_ur_8.39
De la propiedad IV de la circunferencia.
Trazamos la taJqente cornún intenor a r__
NQ �NC=n  _ mæT_ = m_QTA = a
NP=ND=n+_ mAM^r
En _1: a= _ (án_ulO SemiinSCritO)
De ta propiedad anterior
mBNT
'- En _j: a= _ an_UlO SemllnSCrltO
_ 2m+_=_+2n
Simplincando m�n  ._. mAMT_m_NT
_AM=MP=QN�NCy
AB=CD=MN 4.
3. \\ ,
N B// \\
%j \\ %j ' ''\\
T '\\ A _ .

M (_J
Si __ y _2 son tangentes extejoies en T
AB tangentea_,enP.
__ y _,: tangentes extejores en T. TP: bisectjz extejor del _AT_e
mAMT -- rnBNT rn_TP = m_TP



5__ _E_n_d_oscml __ ____ __(_b_,Jl_ ))_ _

Lumb reras Ed itores G eom etría

Demostr_cjón Demostr0ción

__ '
\\ !, A ._
j _\ " M _2
_\ J R /_ '_r
\_ T _ %_ ,/' '\ r_,
___D + \\ // _ 2
.... 0 '\ --;\\ M _,--
'''' ' ' ,' t\\ ;_
.__.&''''''''''__'''_''.:___''_',.'_.__'_..__;'._ ' 00 _ R\\ ;r_
B p ,' \, ' ;r .
R ,_ B ' _ _ ' '
(bJ
F_ur_8.90

_ F(gur_8.9l
Trazamos _ tangente común intenor a _j y
_,. -
r_ __ m_rVB -_ _ En _J _ 0 _A = O JB = R
m__rp = rn_pT = g En _j: O_ = O_ �  r
_ En el ___ _ OJA02B: trape2oide simét_co
m_TM�  _+0 _ Porpropiedad 0_02 _nediatjzdet18.
.'. mqBTP = m_TM ._. AM = MB

,rcun Ferenc_,as secan_es el segrnento 6.
B
que une los centros es pa_e de la mediatriz
de Ia cuerda co_nún a las circunferencias. '
A

A
_ __ TO

1 02 V. '_
// _ ,--- ,; _ '

' '
(aJ
(aJ
0_02 l AB y Si T es punto de tangencia, entonces
_=M_ mAT�mB_
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__E ___l_ %2_nn((llrll_ l 1_l_____ _ ))_| __l_%_n _Jl_9(J_g_J __m_aos_que

_ULO Vl l l CircunfeFenc ias

Dem os_0 cfón D_m oslración

g l _' T
!_ > _ _0
; _ _2 _ _ aa''

A j,M _ __

2 , ;' '

a _ M ,L N
__ _ . aT ,,J

__ ;! _' _
_ _ ,! S Q
_ ; (bJ
_ iN
' _ _'U_''
(bJ ' s -
e _fO On_a Tl ha5la S SE
F_ura8._1
Luego se _aza la recta _ (tangente a _j en S).

_ De la propiedad anterior_
r T __amos _ r _ngenle com ún _le jor m_r A L _ m_r y s
a%j y r_,.
.'.m_lT=m_QSr

mAT (ángulo semiinscntoJ por lo cu_ JaN// _
: a = _ án_UlO SeInIlnSCnlO
2 De _a propiedad _ de _a circunferenc_

mBT .. . mMS=mSN
n _j_ a = _ án_U O SemllnSCntO
.'. m_TS=m_TN

.'. mAT=mBr

8. Dado que T es punto de tangencia _N y la
;'. Si TyLsonpuntosdet_gencia,consideramos d d _ _
CUer a e _ SeC0te a 2_ COnCIUl
asíquem_Tl=mqNrl
m_rP_m_QrN

, r r
__. _ _
2 aa _ _
%_ ' a
2 _ '_ a

_ M ' N
' P ì _
M , L y

__ _
_
(aJ (aJ
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_____M__r_Q_N _rN_l(__b_Jtt_g _ _om_o_ _ ll_l __M t_t B

Lu mbreras Ed itores Geomet ría

Dem oslr_ció n Dem osrr_ cjón

T
_ N
''_0 y _l /'..
t_ _l M ___
rl l
_ ! N _ ,' '_
,_P : ' _''_ __ ,,' _' '

. _N' _ ' _ '
l (bJ
F_u_8.95

F_ur_8.99
Sea mqMNO_ = Tn_M0_ = a (_ iSÓSCeleS)
Se prolongan TP y rQ hasta los puntos M ' y Para la circun Ferencia:
N: POf prO_iedad qUe Se ha deS_COlladO mMN = l800_2a (ángulo centr_)
antejorrnente c M-o // A-B
n n l '
m �m
rnqAON= l800-2a
_ mqTPQ = rnrQ/2 (ángulo inscjtoJ
P_a se mic i rcun Fere ncia:
mqTM'N' = rnTN/2 (ángulo inscjto) n
rnAN = I800-2a (ángulo centralJ
Porlocualsenota _ n
_ n n SenotamMN=mAN
MN// M 'N_ rnMM ' �mNN  (propiedad)
n _r lo tanto A , M y N son colineales.
mMM '
2
_N ' IO.
Cnv -
-_2 _,
_ ß=y N '
.N. m_Ti=m_r_
_
9. 'l
_l N _

'lM _ _l

'._ i A _ ^
0
(_J

s_ M y N son puntos de tangenc_a Si M y N son puntos de tangencia
Entonces A _ M y N son coIineales. N, M y B son colineales.
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lu mbreras Ed itores G eometría_
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_8_'' _ _'_____-' _ _ _\ _ __ _ ___ _o _ __ _' _ _ _^e _ _ g_ _n _, L' ____ ^ ^, ^' ^ ,',^ _'^' ___%^ _^''% ^__ ^_^a ^', ^' ^'_, ^', ^^'_ ^^'_ ^''__ ^''_ ^^''_, ^^'_'_ ^^'_ ^^'_, ^^''_, ^^''_, ^^''_, ^ _^''_ ^^''_ ^^''_, ^^''_, ^''_,^''_, ^^''_,^''_ _,^''_' _'_,''_,''_, ^''_, ^^''_,^''_, ^^''_, ^^'_,^__,^''_,''_,^''___ __'__ __''_'_g_______,_,___m_--_ __ ,,_D___c __,,',, _,__ ___,,__, _'__^__,__, ___, %v,__%a _ \ _________,_ _______'__^ ^, ^ ^' ^,^ ^,_,_' ^ ^ ^ ^%^_o ^^Y ^ ___ _',,_ ^^'_^''_0, ^^''_,^'__, _,'_,''__ ^^''_, ^^''__, ^^''_, ^^'',_, ^_^', ^'__,''_, _^''__ __^'',^''_, ^^',, ^^'_,^_,''__,_,__ __,'__'_, _^_,_;^_^_,___8 _a_a _'%_M__' ____-__c__-__ __^__ _ _^^% __^'''''' ^^ ___, ^^_,_%^''_ '^''_^_'', '^'_ ^^'_, ^^''__,^''_, _^''__ ^^ _'_, ^^''__, ^''_, ^^''__,^''_, ^^''__, ^''_, ^^'__, ^' __, ^^''__, ^^'_, ^^''__, ^''_,^''__,^''_, ^^''__, ^^'_, ^^'__, ^^''_, ^^''__, ^^''_, ^^''__, ^^''_,^''__, ^^''_,'__ _,_^''_''_, ^''___ _,_'_ ___'_^''__,_''a_'_ _,_ __0,_0'' __v _' _-,_, _~'__ __''' %a ___,^_'_^,_^''_'^^'', ^^0,^^ ^^'^^'' ^^''^^'_^^''^^', ^^' _',^'___,'_ ^'__^'',^'',^'' ^^_''_'_^^__^^'% ^^'' _^^o_ ___^o_%_oæ_'__ ___,^0_'a__,_,___aa_,'^ _^' __,_;%__,0__,__%_0o__ _'_ _ ___^_ ^,_ ^^ ^__^_
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_ a _ ' _ ,_ v_ ' _ ,,, ,_ _c , , _, _ , ,_ , __ _ , ,_ ' , __ _ __ _ , _ _ m _ __ __ _0 _ _ __ ___ %, a e ^o _ __ ' _ _ _ 0 __ __ _,, ! _ __ _ ,_ _ / __ _ _ _ _ _ __ _'_' _ _'_ __ ,_ ^_ ^'_ ^ ^_ _ _ _ _ ^_ ^a ^ ^ _ ^ ^ ^_ _ _^_ ^ ^_ __ _ ^_'__ _oo a ^ _ __ _ ^ ___ , _, _a __ _ _ __ _' _ æa _ C _' æ _ _ % _ ^ ^^, , __^ _ _ __ ^' ^^_ ^' _ __ , ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , ^' o _ a' _%, , _'_ _v, a ^ _ _ æo _ _ a 0 __ - __ _ __ _ _ %o _ _ _' _q^_ _ ^ ^' _ ^^_ , ^ ^', ^^ , ^ ^' _ ^^_ ^ ^' _ ^^_ ^ ^' ^^_ , ^ ^' _ ^^_ ^ ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , ^ ^' _ ^^_ , _' _^_' _ ^^_ ^' _ __ _ ^ _ ___' _ _' __ , ^ _ __' _, _ _ _ _, _a _ _ _ n gg __ _t _ _ _ __ - _ _^'^ _ ___ _ _ __ _ ' ^^' ^, ^ ^^, ^^ ^^ ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^, , ^^ _ ^^ % _ ^^ ^ _ ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^' _ ^^ _ , ^^ __ ^^ _ , ^' _ ^^ _ ,^ __ ^ _ ,' _ _ ,^' _ ^ _ , ^^ _ ^ , _ _ %, _', _^v _ _, ^^, , _^^ _ _ ,' _ __ 0 __ _^ _ _ _ _ __ _ __ _ ^^ _ ^ _ ^ _' ___ a D ,a __ __^ __ _~ :__ 0' _, , _ _ ^_ _ ^' _ '^ _ , ^^,, ^ ,^, _ ^ _ , ^^, ^, V^o _, _ ___ __ _ _ _ _^ o c_ y^ e % __ %o _ 0_ _ , :_ , _ :_ - _ _0 q' 0 _ ^ __ _~ _ , _ _ _ ^ _^' _ , ^^ _ _^' _ , ^^ _^' _ , ^^ _^' _ o ^^ _ _
Q_ _ _ ' __ __^, _ 0 ' 0 _ , __ __ _ _ , ', , a __ , _, _ , _ __ _ _ _ , , , v , ,
___',___''^^0_^'_c'_'___'_i'_^'_' _ ^''___^^'__,,^^o'o,,
_o_' Teorema paradóJico ____^^'_,,,,_^''oo,
____^^__,,,,^^'_,,,, la geometría tampoco se encuen_a a salvo de paradojas somrendentes. Podemos demostrar, por ^_'__^''__v,''D,
''__^^'__,,,,^^''_,,,, ejemplo, que un ánguIo recto es igual a un án€ulo obtuso, o que todos los tnángulos son isósceles _?_,;,,
__',_^'_ a partir de Flguras construidas de una forma que aparece aceptable, pero que no conesponde a la __0_0_0,_^'_,v
;-,, realidad. Veamos un eJemplo: Por un punro P exteJior a una recta r podemos rrazar dos para Ielas a _____^^'_0,,,,^^''_v,,,
,_, eslarecta. __

__ P '0__'^'__,"0,,
,æ,, a ___^^'_,_,,^^_,,,
__^_^_ __ b ^'___^^^^'__,^^^'o,o
_ ________ _' __^, ,^^o ,

___,,,,, A D^ B __0__

_,_o _~_ __,^

..^^^~_^'_v Demoslr0rión ^_'',^',o,,
__,' En la F_gura 8.Q8(a), mostrado por P tr_amos dos circun Ferencias con diáme_os RA y P_ (A y B en r ) ___0_^'_,,^^'',,,
:_, entonces mæCA �  m_0_ �  900. 0_____^^'__,,,,^^''o,,,o,
__0g' De ahí, por P trazamos las rectas a y b pemendiculares a PC y PD respectivamente, pero como la '0_____^^_o,,,,^'''oo
__'"_,,o, m_C_y la m_0A miden 90^, a y b resultan par_elas a r , como que�amas  demostrar. '_____''_,,_,^'^D

_,_' P ^'_0o_^^'__,^^o__o _
___ ^: a=b ______^^''_,,,,,^^o Doo,

_^'0,'_ f ''c,_
_g;0_, C D 0 B ___0^^'__,,,^^'_0,,0, ,^ '

''___, _ ^ ^ ''__,,, ^ ^ '''__,,, b ' %'____ ^ ^'''__,_, ^^'oo,D_D
__;_____^D F_ur080_8 a_e?_^^'_,'',

___;,^^'_,,__ _óndeestáele_r? _,_0
___v_,D__ Una construcción esmerada nos mos_a�a  que los puntos C y D no son distintos, por Io tanto C = D �  _. _;_'',,'_,_
__,:__^ Esto conlIeva a que a y b se confundan. __o__0,,,^'_o ,
'',__^'0__,_ Se ha dicho a menudo que la geomet�a  es, a veces, el a_e de razonar coITectamente sobre dibujos _%___'_
_ _'',:^_ ralsos. __
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,_?__3__,_,?2___a denn___ nte_en __ 60dHdlp Ad_____t___R_,9__y______5___._c%_?_______l____t,_?,,v,,_J__,,__o_________,,_?n_____t_,\___?_v_b,;y___.__,__m___v,_______(______?e_\__,m__y_t_________s_mc__________s?__________m____4%mns_?___t__,x_,,_6______v______?,_______s___v__t__,\________l____x______,_6________g______o__t__la______ob____?_?R__ __?_t__(d2h0yq?9?____d_t2?r___?__?4_____t____s?__,,_tn__,_e_x_____uy_?_?___,________m___,__,_t_,_?__?_____,,_r_),_____t___,,,_).?,?___n_v,__n__ ___ _?__rn_??_______q___vx_______t_ __;9q__ _??? _

,_,, Hi_co, d __ de la _mja como i__ __&i_ n__ _ ,_
__0L, e, N_,,_ (B._,.,n,.) _n a__n_ _u_,es ,___,6 al_n_ ob__,.,0,_ ' _ _,_c,n _ _ a,__ __?

, _, __, _' _ du_e l_ _i_ de _ din_' PtD1om_. Hi_o __l_e_e __ ' _ _,_,, _ _ ? _
':J_ SUS pri_S _d-_ en NiC_ ViittÓ Babit__ l_ _ _ a At__, n,_C_?_,_ __,
d d_ _ _on loS _l_f_ que f___ 00 __0 _ áún _ llCea Y _ _l_ ,_??_,__?_ _? _ %_'

' On e_ 'U_ _ _! ____ ^____n_e,_''_"' ??__q'"
__. de __m& y aI__ e ___ C_ a C ____0_ 0 _ 0 O q_ _ _ ,_____
_ del_T___'
De 5_s g_d_ d_u_mientos astronom' jos, _lo ci_mos el
' del f_' eno _ pr_isi6_n de l_ _uinoccm' , w r_ón de l_ m_id_ de Entó_n_ _bre Ia
obly_ _ de la _líp__ , 5u medida _ de la duración del _o y _ l_ d____ _ l_ dí_ y _u
_ubrimi_tode l__.
S__n _ hi__ Hip_co fue un severo cr_tico de lo_ conocimìent0_ _ _dqui_dos __ _e
erKoM_.
Tamb__ d_mos meMi0nw que de la miciat_m de HipaK0 hoy sobrewve _ _ivi5ión de la
_ cir_nf_Mia en 360 _dos sex_esimal_. _í mismo lle_ a la _steNdad u_ ct_iF1ución _ m_ de
l O00 _e1la5 con la posici6n de rna_0_a de eIl_.

, _;____,ê,_,__,,,,_",_;,,,,,___v_____ _____'__',__,,___?___,v__________, ___,_ _n;x_ç_ Mm__,___
__,,_u,?__?_'__^,_,__;_^______a__,____ _e_/,_'S_ _ _, _m '_ ,_^'m ,\ _9_ _,_,,,,._
,,,;,,_:,_____________,,_____M_____,,__,_:^_%___, ? , _ _-____ _-_' u _, ,, i__,_,

y_ _q,_'__ _ ____,__ _y_,,_m_, ,_?_____ _ __n', __? ',_ ,_,_

___ ' , 'v_ e n,,_
_ ? _ _ __ _, ,,_,,,_,. 9, __ ___ _ __,,,

___ co _rrondo l__ es_r_fI_



_p________________________________ __A_n_ , / ,_ proD_gm____n2__p_B tlrJIJJl_ __________________________________n_____________________
t

' 0
' ro bI emas Qesueltos

Pf0al_m8 1 Por ánguto semiinscrito en la circunferencia
_ n n _ menoc
. a _Ura, InAB�  m = 8 O; mFC=300 y
e m_DG = 200. Calcule rn_D, si T es punto de m_TF-- -2 = 40^ _ rn_TD = 400
tangencia. p
Or angUlO eXtenOf en la ClrCUn FerenCla mayOf
i. _ _rD _X -30^
' F rn - 2
i r
i _, /_ Ree _nplazando
i ,,' G ,// .'.x=lIO^
' B _..,::__. ,o,:,_____:m.:::;_,,=,,M,,_,: ,,,, ,,.. , ,,pB,,,,, , ,,,,.
' C
_i .D

_ En la F_gura MN//A8 CD �  DA Calcule mNP
?. A)92o B)l Ioo c)115o ' '
D)12oO E) 13oo

_ Resolución ,_

i_ _ C
__ F
i . T , D_
i_ A ,, 30^ ,,/ M N
i' 8ooí C _' x A ,
' a
i_ B
t, goo c 00_ n) i6oo B) l7oo c) i8oo
,. D D) _goo E) 2ooo
... F_u_8.49 Re,o_uc_.o,

_de lam_D=x
P ,'
i. De la circunferencia menor ,'
'__ ,' x
! +a= 2000 I ,l
", Pbránguloextejor _
! Tc0
_0, 80^+ß-a 2oo 0 \\\'_-_
i__ _2 - D_ 20\__ --_
?i'' a-_--4oa (_IJ _ M__2, 8_,__\ 'N
__(l)y(IIJ A B T
_''_' a = l200; _ = 800 F_y_ 8.so
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Lumb reras Ed itores Geometría

Pide mNP = x. Se prolongan AP y BQ hasta N.
Se traZan CT Se _ra_ _r tangente en r.
Como CD = DA _ mqC_D _ m_TA = 0
mBM=mCM_ 20 n _
.e/n Por ángulo inscrito: EnPT �  6x y mQT -- 8x
_N �  _r _ m�jr  = _M = 2g Por ángulo semiinscjto
Si m_Pr= rn_RTP=3x
_nC_ �  mTN = 20 _ CN//Mr mqRTe __ ,n__T -_ _
ym_CN = m_CDT = 900 apr y. 3x+_+_+_+ 18oo _ _ 36ooP
or ángu lo inscr i to _ o x _ _ 8 oo
:. X�
.'. x=l80
cLAn__G_
'_"' ''"''''''''''''''''''''''i''''"'"''''"''''' '''''''' '' ___'___: __.'_.._____ _ :':..D.! ....._..!;..:__;.;..

P__l__3 proD__mg_
_ _a f_gura, p, r y _ son pun_os de _gencia. De la Flgura, A, _ son puntos de tangencia,
c_cu_ex. m__ _ 920 y mAM= 900.Calculex.

R. ,' ///
; T ''' ?,///
_ _
o_ a _ _0

A) lOO B) l20 C) l60 A '
D) 18o E) 22o3o'
n)3oo B)340 CJ430
Resolución D) 42o E) 45o
Resolución

//_;R _ ,,/P
/ / !, ,___ _ ' ' N /// '

''' M _4X _
A . B
___8.Sl A ' goo
_denx. _u_8_S1
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CAP ITU LO V l l l Circunferenc ias

Pidenx Resolución
Por propiedad, se sabe que mND = mMD
/ _. . Bta+a+a_
Oran_UOlnSC_tO 0 0!_ ....,.,.__ ... ...,,,.....,... 0.. ,,..,,,.. o _?__i
__....,:..':.._ 4.._,:.____:.,.....''..___''''''''':._._.__.____,''_.,,..._:.,._.._?_
_; En la circun Ferencia rnayor: _?_,'::_:'::;..:.... ,_..:._.',___.:___e?._..,..;,.,.._,.__:_____._____;..'..__.___;_:;. !..._;..'_::_'__:' _,:::'__.,_,__;.___;_;.._..:_?_.:_.__._.:.,.,______:_;_...___?'''' _S30/2
m_o =2x ~ ";,''_'''''.'',_._;'.'_,:,_,.,;_'"....... '''''''_''''''_'_.:_'?_.'''''_''''''_
Por dato en la circunferencia rnenor y rnayor s 0 _ _ _a_ _ _ _ _ _ _ _ __�______:__n?  4
_ ___9 D_M O o
m =20=rn
.. _ _ a H
. _rnND�mMD  37o_ _
s3oJ2x 7_
M la circunferencia rnayor __^ '
__0530 0
.. 92o + 92o + goo + _ = 36oo 37o R
' o . Figura8.53
i 2740+2x=
' Pidenx.
2x_ 860
. DeldatoPC=C_�_
'_ .'.x=430
i _. ... ., OSBP: cuadrado _ OP = B �  a
? __ >''_''_'.__._..
,., _''''''''''''' '_'''__'__''______ _ BP�PC=C_=OP--a
. _ _a2ar O_ _OP_: notable de 530/2; I27^/_,
, __l_m8 5 _ rn__o -_ 53o/
''D _ _a F,gura, ABcD es un cuad,ado. s; _o, puntos _P_A: notable de 530/2; I27^/2
,._.. i, Q, R, s y T son puntos de tangencia, ic = c_, _ m_AP = 530/2
__i _cu_e x. __AD: nOtable de 53^/2i l27O/2
_ _ m_QAD=53^/2
_. p c EnA_ seobserva:
i,_ _ m_AQ=370
i_ ,,' Por teorema _O es bisectnz
_' ,' _ m__O = m_O_T = 530/2
t ,_ 4 _CH_:mqCH_= 37^
_t. O . por propiedad rnQ_T = m_QH_ = 37o
_,i _ _ mqrIQ=370/2
. .,_ r p'_,
i. o '' Or angUlO eXtefnO en el tfla' ngUlO
_ ' 370
_....A _ ' D X=370+
i .'. x=55030'
ii, A) 54o BJ 55o cJ 55o3o'
t' D) 56030' E) 63030' _cLA. __n__.:: G
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Lumbreras Ed itores G eometría

__l8m86 Pr_al_m8J

En la n_gura, __ -- mBC y m__ = l600. En Iaf_gura,A,B,CyDsonpuntosdetangencia.
CatCUle m BCD. Calcule x.
C
B
__ /
_
_ X
,' A

d. C
A) _40o BJ 16oo c) 15oo _. '
D)_2oo e) _3oo

24, D
__u_ón - A

X
0
B _o ^ A)3oo g)33o c)36o_ __
D /_ ' D)3go EJ 4go
I6_P _ _' -
_ 2 _/'
;A r D R_olución

%_ '

F___8.s9 __
2 _.2g %j
;\'' F
PidenmBCD=x 2 _ ___
Sea mA8 = m8C -- 0 y rnCD = a _ ._-_;:____;__:______;__:___:___:_________:__:_:,î_. , 0'
_ x__a+g (_J 0_'-----:..:;,....,;_,_'__._'''___'___. _0.
ior Ógulo insc_lo en __ ''' __..................n.:.n,_; _
_m_7_=800 ----_-- ____K
_ 0t_ '' ___D
_m = ym = _
ior ángulo intenoc en la semiciccunrerencia de _
diáme_o_. K
a+0
-- _2 F__8.55
a+0_ I60
Pidenx.
.-. x=l600
Seanm__P=ß ym_CF=0
.......,._............._.!_--:--_----_0_- ' '' _ _KBpc; 2qo+x _ D+g (_)
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__t__Ax____39_o _x _ll _ Q_0 ___ () _dexnx____t______ 2 /l__t\__/_ g_lD
cApjTu Lo v _ _ _ C ircun ferenc i_
De __, veTnos que Resoluctón
mBP=2ß ymBD�_  E

De_2se tiene
m_c=28 ym_c _2x G
OC án_UlO SemllnSCntO _ m_ RAD ='

_+g+ _18oo __ x tg _
Reemp_a2ando (_) en (_l) A _1000 0! B
3x+24^+x�  l800 ___\t ,,_
,,'' \'''______
0n_
Fjgu_8.56
__l_m88
_gÚnlafl_ura, SimP_ -- l600.CalCUteX. como m____ _6oo _ m_____2_
Porángulo inscrito
_ _m_PAD=lOOO
Seam_P_A=a
PorÓgulo insc_to
_mPC=mGF_20P
Prop_'edad: _F _ m _ = 2a+4_
Poránguloexterior
2a+40-20
/' x=a+0
/,/' En _AD_: isósceles
_ x+x +lOOO_l800

.-. x=400
n)38o B)4oo C)42d
D)4qu E)48o



_psEelng_t__raAl2_ca la_cuerdaa__ycFo_my__fu008___t_l5l_r_ 0 _ __ __t_t8_o_o__A_2n__FgDxo_x x _ _t_o2a cg_ ___ D8oD

L u m b reras E d ito res G eomet ría
Pro_l_m8 9 tr__l__8 10
Según la f_gura, P y Q son puntos de tangencia y De Ia F_gura, mAB = _ y C, _ y G son puntos de
mAC = 820. Calcule x+y. tangencia. Calcule x.

B
0,o
___ G _

AJ22_ B)22lO . C)2240 A)goo__/4 B)7_o__/2 c)goo__2
DJ 2260 E) 2270 Dj goo _ D_ Ej 45o _ _/2
ResoIución Reso_uc_.o,

t %j B _ 0' /
l8__x X ta %2 ß 't , _^ a 0
y __ ' _ ' %2

820 4loD ^ Q --- - - - --- - - - _ _ _ 0 _ ^ L
C _ F
1
F_yIa8.S8
,denx+y _denx.
/n_p_ ,eam^p___ 2a SetrazaC_: mqC_D=90
. a_ ngu_o se_._.nscn,to. m, LpQ __ a Sea m_CE = m__l �  a y m_C_ = 0
. a,ng,_o ._n,c__to _ mqL_Q __ 2a _ _: Por propiedad: m_CE = m_G_C _ 0
;n u_osem_._.nc___o _ _ng_Qc__a Delvé_iceC,a+0=900 (I)
_p// -c En %j: Por ángulo semiinsc__o: mBG = 2(x+a)
._edad de ,ectas pa,a_e_as En __: _r ángu lo ex ter ior
I8_-x+4IO =y _goo 2g 2x+2a- (3600-2x-2a-D)
.'. x+y=22lO 2
_____, ,,_d'.__.;.'''''''. _.. .. l800- 20 _ x+a- l80^ + x+a+ -
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CA__TU LO V l l l Circunferenc ias

360^-2(0+aJ = _+ß (II) En r_: Porángulo extenor
o_ _8oo___+_ a_3a-mD_

Reempla2ando (I) en (IIJ _ mDn_ _
.. x_goo-- P s _ __Dc=_8oo
2 ' n
En_:_+_n_D+2a=
_ mBD=l_O^-3a (lll)
CLAVE
' _ Reemplazando (II) en (l)
FfoDl_m8 11 x _ 2a - ( l 800 - 3a)
De la f_wa, m_AE -- a, rnBC = 2a y m CF = 3a.
CUleX. X�

c . x__5a_goo
._ _ - _,
\ D _'
X
^_ 'l\
A _0F D
e la ngwa, A, B, D, _ y F son puntos de t_encia. Si
m_L=mLF,c_cWex.
3a B)3a6oo cJ5a
-+600 -- --
2
5a o E3a
2 2 ,_ B

D__o_ución _ L ' l_200
2a c E D

_ _ A,3go B,4,o c,4,o
_ a0a, __ 3a
' _'l _' D)49a E)s3o
a_ '.
_ _ ReSOlUCiÓn
A_a _u
_
F_ur_8.59

_denx.
,.mgAD__goo , a'D'
_ %: Por ángulo extenor _ _ L ' 10200
_ 0 _ D
_ 2a-m
X=_ .
2 _Ur08.
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Lumbreras Ed itores Geometría

Pidenx. _'denm_-_x.
Por propiedad mAF_ = l200 _ m_ = mF_ = _ se, m_A _ a y m_c -_ g
_ m_l = _n_=300 De la sem;ci,cun Fe,encia
_opiedad: m__ = 900 _ m AFQ= l80^ y x+a+8 = l800 (l)
rnQF= l2_
Se nota de la circunferencia mayor ._Obse.iYa.c.i�n  .. ________'_'___%__\______' _ ______"_'__oo____o_o_'_"0'_0_"_0o__'0"__0'___"________0__0___0__'____D_0_0_00___0__w____a______________'_
mQL=mQF-mLF _.',. '_,?__?,?,__,,,
_m_L_l2oo-3_=9_ _':_,_,_ _''____
__?',_?? , _.
Por _guIo inscnlo ''a___0_o''_,_,,,, ,/ B ,?,,____,,,_,

_mQl900 '',^Q0,'_ , '/ /_c ''__i'''
--=- _,_,,_',,,, O N_\ ,I 0_i,_,,,,,,o,
.'. x=450 '_'__?^'___,, \__' ___g'!.
_''''''' __yr_8.6_ __?'''_,
c_AvE_ _g ?,,_,??_,
_'''''''' Si m_NC=m_CN8' _ mBC=mC_' ''_??'__??''__
Pro_l_m8 13 '_"' _'c__m'_'_'_''_''_'_''''_ ''w''0'_'a"_''0a'0_' "'_''_0___'__e''w''_ d-_oo'_'0'o_o_'_'_'_o''0_' '''"__0_'_'__''_''_''''''''''_''''_''' '__''' '_'_9 '' '''_' _''_'___d_d'_'_'0'0'0_'0_'0''_'__'0_'0_'0_'__'__'__'0_00'00_0'_a000'a'00a0_00_0__"'_0____'__0'__0'____' '_'''_'
Continuando con nuestro problema
Calcule m_B. mC_'-- mBC = 0
Porángulo intejor
A ' r
' o a+
/ 2
,�  B _a+0=900 (ll)
_ Reemplazando en (II) en (I)
l' .'. x=900
Mo N P _'_,0,,,.e/___
n)8oo B)7so c)9oo
DJ Io5o EJ l2oo
_�ú�  la F_u_ mAB + _nBC = 280O. Calcule x.
Re8olución

A r

'\ _ A . x
_\_,,' .,B __ _\
/'_ ,'0 '
l'45ò/q5o B " C
D _ o _' _ __qs_p,,; C ''

_'B' AJ 1 1oo B) 12oo c) _3oo
_ur0 8.6l D) l QOO E) l 500
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CA_íTU LO Vl l l Circunferenc ias

ResoIuctón Resolu�ión
_ 7
_g _ __\
_ _3_o_
__. 2a . N :_\
'_.. 2 aD _ \_i
x -_-_----N- A! an' '' ' ' __''._
__ __ _ _'_, ' .___..__
2y ' 0 __'..._ 0'_ '_ __. aD '
B "_\ C !_ _'

F_ura8.6_
_ura8._J
_den X_ Se sabe que al tra2ar QT
_a _nqQ_N = 0:, m_Nl = a mjjT = m_M
, _ _MNL_ x+0+a = I800 (IJ Tambjén se sabe que al prolongar ___ pasa _r
f Como 2Y+2D -- 2800 (dato) r deb_do a que
_ y+e=l4_ m_r=m_M
_ _P_Q_ m__Q = _ De la cifcunferencia mayof
iU _a_ar la cuerda B_ (el tra2o es imagina_o) m_TQ _ 3oo (_gulo inscnto)
, 20+2a __TAg
m__Q_
' 2 300+n+ _= I800 (I)
, 400--0+a (Il) _D:a+p__+n (_t)
,?, ReemPlazandO (II) en (I) Reempla_ndo (I_) en (_)
x+40^ = l800 3_ + a + 8 _ l8oo
.'. X=IQOO ._. a+e_l5oo
i,, _'_'''':'_0n'_ _ ........_,,.-.

,m_l___15
_gún la ngura, A B P y Q son puntos de n n
_ ' ' Delang_m'C=80O y m_ _40O.
_ _enClaym = OO. aCUea+.

, a, P L '__

i . a B __ _

_Di _Q A o ' C

_ A) 12oo B) 135o C) lOOO nJ 8o B) l20 c) l6o
,_ D) _ 27o E) l 500 DJ 2oo E) 24o



___EDBL_s_es__ 2 ____ _______v__E__________a_______ s ____\\_B __Lr_b_0 _t_

lumb Feras Ed itore_ Geometría

Resolución b + c - _ a + b - c
B
___ c a+c_b
_"4oo "r 800
_ f a+b_2c
4oo __'0-_,_'.._ s D)__ E)2a+_-c
___ rv:_.,_;i_''''''_D
f''t''_N. ^''_'_'-D 7_ 2 ._
A _o' r0 C
PidenBL_x.
_g_8.65
ea l7=m_TP=
_den x. Por propiedad LT = PQ = m
En _a sem;ci,c,n Fe,enc;a m_ _ 6_ Sea AM = q = AM' y
_ Lg_f - CN=t=CN'
Por_gulo_scnto
800
m_lC=-2 _400
Por áneulo insc_to _ x+m+_
400 x+m
m_CA = - = 2_ _ m_rSC = 700
.,ó,,e_e,.. Ls__, __m
n _LSO: se tiene LS = LO = r q ì
_ x+6oo_8oa _ im., ' '\_
.N.x=2oo A _' QN' C
tg+m+_tmt t_

''i ' ' '''' F__r08.66

iro_lgmg t7 De la F_gura
_=x+m+ Q+r (l)
e la f_gura AB = c, BC = a y AC = b. CalcUle BL.
b= 2m+ _+q+r (ll)
B c=x+m+g (III)
Sumando (l)y (Ill)
a+ c=2x+M+ _+r+g (N)
L
__, ReemP_a2andO {II)e
0 '\\ ' 0+r=2x+b
__ . 0+c-b
'_
..______i&___C______...
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cApjTu lo v _ _ l C ircun_erencn ias

Pr__l_m8 t8 Pr__l_ma t9

En la Flgura, _es la circunferencia inscrita y B En la F_gura, M y C son puntos de tangencia.
es punto de tangencia. Si OL = a, calcule BH en calcule g.
funcióndeayr.

B , _
._L ;

% _
_.r ' ;',
O
, 0D
0

A)a+2r B)a+r C).2a-r ' _'

2a+ r A) 8oo B)4oo c)5oo
a+3r
D)6oo EJ 7oo
Resolución
Resolución
B
,_._L
0_ !
aJ \\ ! .
Ja _ _ \\ ;
1 , \\ !
, __r,_ \\\\ \__ _
x _ \\_ ____\f _
;;r \\\ '2_ !O r
o0 ,V0_0 ____________________\_ g j_-------=_-_-=
A Qa_H C S g_a0--------
D
0
_ _ M0_\
F_ura8.61 , 0_ \\\ .
_denBH=x. _! B d0 ,.
C

_r teorema: m04BO -- _n_OBC �  a F_yr_ 8,68
_r ángulo inscrito y semiinscjto
Piden0.
m_AC=m_BC=
Se prolonga AQ hasta L.
Orma el t_án_UlO BSQ, dOnde Se nOta qUe
Por propiedad (IV) de circunferencia

_, ro ,_edad de_ t;a_n ulo ;,o_sce_es m__C '' m_CM_ '' D
_ a+, mNMC = 2_ (ángulo ex insc_to)
mLC = 2D (ángulo inscrito)
;:;,,:_::_..::.::..:..::._... ,_._.._...,_.,,.,!...._.,,'..E. ,._;___:.,'''_:_..........,..:. m_oc _ _n_oc = 2_ (ángulo centralJ
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Lumbreras Editor_ Geomet r ra

_NOQ_ _LOQ (L.A.L.) Pidenx.
_ m_QO �  m_QO = 0 Se nota Nl: pa_e de la _nediatri2 de OT.
En Q: 0 + 0 + 0 = l 800 _oNp: notable de 3oo y 6oo
._. 0=600
__D CornoQ7=7D=2_
entonces Q es punto de taneencia.
Pr_al_m820
En la Flgura, se tiene una circunferencia inscrita ___se_ac___ _ _ v ___ ,
en el cuadrado ABCD. Calcule x. _
_ T
B C __ ,'
_ S__, 3_ _
2,_ 2
_

\_\ "'\\\'\\\__ ___:^'__;;____ 0 o;/"','/;, 0
x0 F_y_8.70

_,, , m_QTO_=m_O_TD __

A D
Debido a la F_gura 8.70
A) _ _ 4^30' B) I 06030' C) l l O030' rn_QTD = 53o
D) lo2o3o' EJ 1olo3o' n
_mOQ=
Resolución POf án_UlO InSCntO en la ClrCUn FefenCla.
600+370 97^
0 _0 m_ - _j --j

\ _, _KNl: x + 300 + m_QlN= I80^
_\ a___ :l gJo
\\\ ' _.\_\ x + 300 + - = l800
\\ _______ _\\\0T
_- _-ro_/
x_';,_,_ !,_/ X+_=l80
K _?
_ _ 2_
_ , ! X--
/ _L?'! /// 2
> _, 0D ...x_loIo3o'
t_+a_
F_u__8.69 _0 ^ J____5_^

3_
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io b l e m a s Qecreati_os , ,

l, Haga _sted el corte _Puede usted a_dar a estos matemáticos_
Dieciséis matemáticos decidieron ordenar
dos pizzas de anchoa, durante et refrigerio. ....,,,,.,._'.'_'..__.'_'_.._._..'_''_..'__i'''_'''__i_.i_.i_i'.i'__'_.i.__'.i''__''_..'_._.__'_i'__i'.__._.._.'_.i_'_.i__._..j__'__j_i._i__^^^^_^^'___^'_^^'',^^^'_,^'^,0^',^'__^^_,,_^^__,^_,,^___a^'_,^_,_,^'_,^^,_,^'_,,_o__,_,__,__,____,_'_,,______'_'_0_'_'______'__,_'__:_____-:;__.__:''_'.!_'!'''''''__i__.__ii__.
. . . d. ,_ __,'__''___'_æ''' '_'_'__ni_''''''''_,i'' i'''_'''''' '''. i'' '''' ''''_'''.''' ''''___'''_. '__'''.''__ i''''_.'''__ i'''_.''__ i''''_.'''_ i''''_.'''__'''_i'''__ i''''_. ''''__''''_.'''_ i''''_ '''__''''_. ''''__''''_.'''__ i''''_.'''_ i''''_.'''__ i'_.'''__ i'''_.'''.'''_.''__ i''_.''_i''_i''__ i''_.__i'''_i ''''_'''_.'''__.'''_.''_i.''_i''_.'.i_'_i_i_.i._. __^___'' _'._'__' _:'_;_____,__ _!_________'______ ______,;_M_:__':''
reCl li SU pe l O, eStOS eStU lOSOS _..__._.:_____...,._.;;..;;..;.;,.;:_._...;_,_v_,,,_,a__,,___,'o,___..0i .i_iiiii.,ii.',l''_'..'_i.._,..._i..,iii_..i...ii.,i._ii.,iiii..,iii_iii,iiiiii.,iii_iii.iiii'ii.'_,i._...,iii'_i.'_.i.'_i._i.'_ii._i.i'_ii.._,.i.i.i.,iii_i.i.,i.i_ii,iii_iii.,iii_ii._,i.i'_ii.._,.i'_i..._,ii'_i..._,ii_i,.i.i_..,ii.'_i.ii.._.i...... ''_:_..,:.....'._;.;..:_'__.__',__'_..._;:__,...:.,,.__..,.,...;.:..;__..._.___..._.._.,_.._,._.,..,.:._,..,,._,...:.:.._.__.,........''_'.,..,
descubrieron que había l 6 peque�os  .;___.,._':.,.___,_..,_,e_;,,,,____':_,_,:'_',.:'.:._'.._:,:.,,.'':;_.;;_._;;i. ,._....,i....l._i..,..i.',ii'__."ii....ii''_'_i.'i''''_.''_.i'i'''_'_ii_'.iii''''''_','.''_'__.''''ii,•'ii..''''''_','i'''|_'i''i_i'''"''. '''''''''''''''..''''____.__:.__,_.:;___:__.:_,_,.,_._;::____._._m._:_.__.._;__;_...___:,;__/___,,_;_,_,___,_,____;;__'':,____:''''':'_'_',,,''_'''_'_''?,_,_9,'''''':_''''''_,.,.:..,,,..........
pescados distribuidos en las dos pi2zas: ,,,.8,,,__,,,'ooo';,''_,''__:'_::?''_:__'''''''''_'_. ?_'''_'''';''_:''':_'___ m'__'_:_''_'''''_ :_ ''": _ __'__' ii.i,.,...|'_i.__i_.'_,.''_.i_ii__,.'!'"_,''__'''',__'''''_''"___'_'.::__._..;_.__.;___.....__,._,__,_.;,__;,:,_,_;.._:,_.,:.:'__,:,'.;,'_?__,.,._,___:_':_,'_''_::''''.'':''_:'.'''__'''.'''.:__'''.''__:''''''''_.''':;.D_.__....: _;. _._;.''___....;..._____.__._:______,_;_,.,__'_:_,___'_::_''__'_.;,'',:;.;''__,:_,,,,,_,_,,__,,,,__,__,_'__,__,,_o_a__00
seiS en una y diez en la otra, uno por cada '_:0________._.......,.,._,.;__...:.__:,:,..,,._,._,_;____...._'': i..'_iiii._.ii.,..ii'_,__i'_...',i..'_i.'_il'_.i.'_..i..i''_.i.',ili,ii_i...i_i..i..i.i__....:__._-____;._n_.__,v...,.,,,,,..m,.;,.,.:.;._,.;'';..__.,..__.'_,_:.;___...'_:...'__'.______..._:!.._:__.:_i_..aa,_:,_,_.',____;______:;_.___.._'_|__,i'..'''_''..',i.''_'_..ii''_.i'.i''_.',..''__...|_i.i'_.._,i... _____,__'0_'__''_,,_^^',_,,,_',_,,^'__,,,^''_,,,,^'__,,,^''_,,,,^^ooooo;__,__,__.?,_g___00____..__..___...:,.;._..
matemático. También observaron con ''' ::._...._.:.;:____:__,._.,.;_.,.ç___:._..:....;._..;....,,.._.._._........... ' ' '' '''' ' ,.,_ _ ' ....... ' ' _',___,._:___.;_,:,___:_._._..:..,_............_.,.:..:..:;..._...:._:,._,..;_.__._
desgano que no estaban cortadas. "'__v_____._v:':;_'_.'__;___.,.... _'_____gi,i_0_ _.,. __.,__,__0,_,,__,,^'__,,,^'__,,,,,'__,,,,_,:__:._.'..._.,.'..__,,..._.__.?'

Dispuesto a tomar la iniciativa, el jefe del .. ,... .......... ..
grupo sacó un cornpás con un lápiz muy
aguzado de su bolsillo e hi2o tres cortes
circulares en la primera.
Resolución
::_ __:_ Esta es la piz2a dividida en lO pedazos, cada
._ ........ una con una anchoa. _Puede encontrar otras
____^_'______ ,,. '__ soluciones?

djuj4jrla de modo que cada corte tenga una _'_0______'_i _'_0__æ_i___ __ _''
anchoa, señaló. En tono grave agregó: Hoy '''. _^___ga,_,,a,. ^' ' ' ' :;:
hemos resuelto un gran dilema, ueamos si i _ ._:'_
somos capaces de r_soluer otro. iPodemos _0__æ____...,_.,., ...
pa_jr l_ segunda de m_nera que cada d'. i ...
peda_o conrenga una so Ia anchoa? De esta '' '_,,........, .
manera, todos comeríamos un trozo con eI '"'' '_._ .. . ... 0 . ..._,..._'''''''
deljc ioso ac omp a�  am ien to .
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. _0
fobIemas _fODueStos

I. En la ngura, a + 0 = 26^. 4. Según la ngura, 0 es punto de tangencia y
De_ermine mCD - _nAB. m Cl �  mLO. Halle x.

C

', D //
_ _' '\ L
aa '\
A \\_
___ O \ \ _ \
D \\\

AJ26o B)32o _c)52o
D)46o E)4oo
_ _ A)500 B)600 c)8oo
. SegÚn la F_gura, mNr = 2(mMrJ. Sl O es el
cenlro del rectángulo ABCD, calcule x.

_. Desde un punto A exterior a una
'' '_qj circun Ferencia, se tr_n una _angen_e AB (B
es punto de langencia) y una secante A_C_
' .N las cuales Forman un á�gulo  cuya medida
O _ _ / es g. Sj m__D=3g y D es punto medjo de_
___' d arco C_, identif_que 0.
A D
A) 3oo B) 34o c)36o
A) l l ^ B) l l 030' C) l 50 D) 4oo e) 42o
DJ 15o3o' EJ 18o3o'

3. Sg tjene una circunfefencia en la cual se 6_ _ un cuadran_e AO_ de centro O se
ubi_n los puntos A, B y C, lal que B_ AC y lnSCrlbe Una CifCUn FerenCia de CentfO OJ
_nA8 = InBC. Si en la prolongación de AC tangente a OA , OB y AB en tos puntos M, N y
se ubica el punto N, por el cual se _raza la P respectivamente, tal que AN interseca a la
tangente _M (M es punto de tangencia), y la circunferencia en el punto L. Si ON es cuatro
prolongación de BC es pemendicular a MN, veces la dislancia del pun_o medio de L_ a
m_CNM LO_ (_e NP), calcute la mN_.
mCM
A) _/5 B) _/4 c) __ A) 250 B) 680 CJ 750
D)__ E) _ D)76o E) 82o

336



r_ ___ADAD)))e_31l87aoo23Flog_|u/_F/a//_/_/a/Bc)l_Jflc_8uoln_lIF_el?_rlencltaEce))Js32ta6o_ool_3nobstcn_taal )__l__çJ_ABDncDt) _ cn))

GAPíTULO V l l l Circunferencias

1. En la r_gura, las circunferencias son inscritas A7 I OO _) l _O CJ l 50
y ___cnIas al __gulo_C. Si AC=b, D J _go E) 2 oo
AB=c,calculeMN.
i,
IO. De la F_gura, L, N, M y C son puntos
de t_encia, dado que m__C = M y
B m_
_
M
N
B
A c M

c+b
- B_-2b C2C-
. A, ^
DJb-c E) c-b '
_
_ a

cuadrado A8CD. Calcu_e x.
B C
A 16o B _go c _ go 3 o_
// ; D)22o3ot E26o3o1

I I. De la F_gura_ la circunferen_ia está inscnta _
_
CUadfadO
_ Si mP_ =mQF= InGl = m_S, calcule x.

A D
B Q c
x0

_. De la n,gufa, AB __ Bc. c_cule x. G
P _ l
A B ____

U /__/
A _ D

____ n)55o B)6_ c)65o
_ C
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l2. De la flgura, rn__c -m_B _2ooo. calcule la A) 80 B) l40 C) l6
m_DC. D)26o3o_ E) 2go

_ _
I_. De la f_gura, TyL son puntos de tangencia.
Si LO = 3(AL), calcule x.
, B \
,' D \\\
! _ \ ''

C \\_

n)1ooo B)9oo c)8oo '\
D) Iloo E) 12oo \\

l 3. De la flgura A, B, C son puntos de t_gencia. r _ \_
Si mAB >2 l 60, c_cule el mayor entero de x. . _ - \\_
_
A L O
A. ,/

n)6o B) 7o c)8o
aL D) 16o E) _4o
B
^X
' C I6. De la f_gura, %j y _, estan/ inscntas en los
tn_gulosABCyABH.
n)33o BJ34o c)35o
D)36o E)37o B
aD

l _. De la f_gura, M, N y T son puntos de tangencia. __ '
OT LN _
l - = rOj = Ml = -, CaICUle X. _
Q 3 l %j
' 0 _
M _O. ' _a__ x_
__ L A H C

" N
'\ 0 n) l5o B)3oo c)37a
_^_ , o;
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CAP ITU LO V l l I C ircunfeFenc�as

l T. Según la F_gura, B, D, L , _ y F son puntos de l 9. De la ngura, r = l 6 crn. Si el tján gulo ABC es
tangencia; CD //AB. Calcule rn FC. equilátero y _lTC un cuadrado, determine la
' distanciade Tal_.

B
F ' ,_

' _ L
_ D

' A ,' C r
A L B ,'
- ,'r

A) l20o BJ 14oo
'' C)60^ A)lOcm B )8cm
DJ400 E) IOO^ C)6 cm
D)4 cm E) 2crn
l8. De la f_gura, los puntos A, B, C, D, N y L son
puntos de tangencia. Si rnAB = I 080, halle x.
, 20. De la F_gura, mBL=mLC y mAB=l760.
C_cule la EnCD.
_ ,' 'N
J . ,B Bi
' L C
x L
o '__o, \\\\ _'

N
A
A)42o B)48o
c)52o
DJ560 E)600 cJ _76o
DJ l880 EJ l8_
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CAPITULO IX Figuras inscritas y circunscrita_

_lÁN_U_0 INtCRlrO EN UN_ Teorem_
tIRCUNFERENCl_ l. En todo cuadrilátero jnscrito, la surna
de las rnedidas de los pares angulares
%
OßUeStOS e_ l800.

/' B

/ / _ 0C
0_'
A c
O_-----------^

a
F,. y,a9.J A D

__C: trján ulo insc_to en r_.
_ : circun Ferencia circunscrita al _ABC.
O : centro de la circun Ferencia _. (aJ

Sean: m_AD = a y m_CD = 0
alADRl_rERO INtCRl_O EN UNA
aRCUNFERENtIA
g Demostr_cjón
Por ángulo inscrito en una circun Ferencia.
% .C
B
C
O_ g_
__ %
A 'l _ D
_l O_ - - - - - - - _ - - -_
a
Fjeura9._ A O ' ''

_A8CD: cuadrilátero inscjto en _.
_' : circunferencia circunscjta al
cuadjláteroABCD.
_'"''i'''''''i''''''''i'''''''i''''''''''''''_''_'''''''''''_'''''''_i''''0'_''d'_''''''''_''d'_''''''''''''''''''d'_''''''''''''''_''''_'''_''''''''''''''_"_''i_''''''''''_''''_'''''''_"_''''_''''_'''_''_'''_'_'_,'__,__,_.,. Figur09.5
_. .S_._,'_,'__..',.,_i__.,_,__i.____'_,____'_,_,,__'__!',,','___'_,,.,_._,_.''!.__,,B_._'_.'_d_..._,i___,'_..Ci_i0_,ii.=..=0'_._._,,i'_'., _a,__,iii.i_,..__"._,,_._a,_,i___'''___'_.'__.. _...0,,,.i_.._,_ii__i.,ii_.i'_,i''__i''___'"___ '"a" ' ''_'__'_'_''0''_''_'o_''_''_''___ '_''_''_''_''''_'_''_''_''''_'','_'''_''o'''0_'__''ov_ __'_"'_'v_00''0'_''_''av_0' '0, _:-'_______'''_ ___ _m' '_'D_'_____'__,,,,
?_ ___^_ Si rn__AD = a _ mBCD = 2a
_- Par cuestiones prácticas, al cuadnlátero g_' _
_ ym_BCD=0_m =0
, lnSCntO en Se e denOml_ara CUa rl aterO _
_ '_, N enr__2a+2g-3600
inscnto. ',, '' '
._t__,,.x,_...,,.m. ._..,_._,_.,..,_.._,.,,,,a,,,__,,,,..,....a_.,...\.__,..,.,,_x.,..._,,,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,v,,,,,,,,,,,, ,,,,,__,,,_,,,_,,,,,,o,,m..,m,_...,,..,..,.,._.,..,.,.q._.,.,,,..,.,,.,,...,m.,.,.,..._:,,_0^_0,, _ a + 0 = l800
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CAPlTULO IX FiguFas inscritas y ciFcunscritas

_' ' 0 -__-_--_-_-.. _O. IN' t_,RIPtiB_E f-N. _-_-::-_:._;,_.. __ CIRCUN_ FERE_C.!A __ ... ',.. ,'.,. '...., .. \ ... :-- ''' s' ''_' ... _-_--__ -------_-__---_

_EFl N IC l Ó N D_mos_c_ón
Es aquel polígono en el cual por todos _ el tnángUlO _C_ tC__OS laS mediatnCe5
sus vé_ces se puede __r una ÚniCa de AB y AC, las cuales se jntersecan en O.
circunferencia.
Si por A, B, ..., _, F. se puede trazar la ' '
cjrcun Ferencia _entonces el _lígono(ABC..._JJ aUnqUe también OA = OC = d,
es un polígono inscnptible. _, _o tanto, oA __ og -_ oc __ d., y as__
D O y radio de longilud d se puede lrazar una
,/tt ;_\\\ circunFerencia _, la cual va a contener a los
c _ ,,' ',, puntos A, 8, y C.

_ ,,' ; B
; _ //' _ '\\%
B ,;% ,// _ \\
_ l ; ,, Oo' '\

\___-___________,//F'' ;"'''t''_a ____ ''_', ' ''''_,,
; __
__9_8 ll0o __'/;'t_. ;
__ _d'';'td_ ,'
___N_u_o lNscRli____E EN uNA A\_ ^! _'C
aR__N_EREN_IA __ ; ,,'
T_nm8 't\ ; _//'
T_o tn�ngulo  es inscriptible en una ''---____;____-_'/
_cun Ferencia.Sea el _ángulo ABC, por A, B y C ;
_ puede trazar una circun Ferencia. (b
B__-------N___ F�gur_9.9
/ / ' _ :\__ ' _
,J ' ,/' __ __ob_erv.. ..a.... c.....i.._.. n.. .. ________' _____'_ _'_____________________d__-_0__-__d__d____'__d__'___o_''__o____'00'_i_-'___0d_i_0_0_'_____0__0_______0_____'__'___'_______..a.,_
_ _ _ _ _, i_'_'!
!, í ; ,_,,0, e_an_UO ,a Ura aZaaeSe _, ,__g ,___
:. ,_ %,_,_'__,,,? es mediana, bisectnz y parte de la mediatnz, _____,,,____,,o_,,o,
. . , 'c ',_,,''_,,, de ahí que , en todo triángulo las mediat_ces _____'_'__,0,_00,,,
\_\ ,,' ?,_,__ de sus tres lados son concurrentes __0go,__go_..0_
___ ,,' :_ ___,_9;'' (concurrenles signi F_ca que se intenec0 ?__'_,',
_'-.______---' __ /_ __
- _ ' _( a J
- % _ _e__''' __o__'_'____e___'__'__'____'____'__'__0 __' __ w_ __ 0_' __' __a _0 8_' _ __' wa0 0_ 0_ 80 8_ _ _0 0 a" _o _ = _ __ __ ___ _ 0- -__ ___ -_o e0' __ '_. q_ v. ''_'_' __'_'_' ___' __ __' __' __' __ __'_' __' __' __ __' __'_'_' __ __'_'_ __ e _ _ _' n _- _ _- _ _ _ _ _ _ __ 0 00 _ _ DD _ _ 8 0 a _ 8 _ _ _ _ _ _ 8 _ __ _ _ __ w 8 _ 8 _ 8 _ 8 _ 8 _ 8 _ 8 _ _ 8 _ 8 0a _ 8 a 8 a 8 _ __ __ - __ _ _ . _ _
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Teorema
Si en un cuadnlátero convexo, los pares angulares
opuestos son suplementanos, entonces el
cuadrilátero es inscnptible.
_ \ /// B_ _ - - - _ -
^ \____ ,/ ^ //' _ ' \\\\
'__,// ' __ \
,O ' .. ,J \_

A _ _ '' _ C ; '_ ;

F_ura9.lO '__ a \\ ,l
A'\\ 'l\ /,,D
\ _ _ _ __ / /
En el triángulo ABC, las mediatrices de AB, BC y
AC concurfen en O. (aJ

ABCD: cuadrilátero convexo.
tUA_RIL_7ERO INSCRIPrIB_E _ UN_
Si m_BAD + m_BCD= I80^, el cuadrilátero
ABCD resulta inscriptible.
Sea ABCD un cuadrilátero convexo.
Si por A, B, C, y D se pudiera trazar una Demos_,,;ó
circunferencia, el cuad_látero _CD es un Como todo triángulo es inscriptible porA, B y C,
cuad_látero jnsc_ptible. trazarnos la circunferencia r_.

- - - - - - - - -_ _C
B ---_ ,// ._ \\\
_'- -'_\\ B / __ '\
// __ c ,/ a _ _
._' \\_ %,_ '. '_.

\_ ,' \\ �__  ,'0_o
' ' A \ /'M D
A \\ /, D '\\ //_

F_' u_9.ll (bJ

___
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CAPITULO IX figuras inscrit_s y circunscritas

Asurniendo que D no pertenece a _, tenemos En el cuadjlátero inscjtoABCM
dos posibilidades: este puede estar en la región a + �  -- l800
exterior o en la región interior de _. pero de la condición
a+0 �  l800
Pr1mero: Suponiendo que D pertenece a la ,_ 0 �  �  (I)
regiÓn extejor, entonces AD- interseca _ % en M lUegO e^ el __D' 0 >- �  (ll)
y en el cuadjlátero inscjto ABCM. de (I) y (IIJ la m_AD -- OO
' a+�=l80^
pero de la condición
Pof lo tanto, A , B, C y D pe_enecen a
a+ 0=l800
__ �=0  (I) Teorema
luego en el _ MCDN �  > 8 ' (IlJ Si en un cuadjlátero convexo, las diagonales y los
de (l) y (I I) la mqJt1CD = OO lados opuestos determinen ángulos _ongruentes ;
entonces _ e_enece a _ (M __ D) Sl_nl FlCa qUe eS lnSCnPtlble_
Por lo tanto, A, B, C y D pertenecen a _
B _-----
/ / /_ \ \ \ \
_ undo.. Aho,a ,u on;endo ,e D e_enece // a \\
_t t _ _ _ a _

intersecwa_enM. ,' !,

_-------\ C '_ _
///' \\\ A' ,'D _
B _// '\__ ' \ \ // / '
_ a '_ \\ _ ,/'

_ _ (_J

_ J ABCD: cuadnlátero convexo.
_ 8_o D ,_ s,N ,nqABD __ ,n_cD, entonce, el cuadn.la,
A''N--_- l _
'_ ----_____ �  l _ DeSUnCUa natefOlnSCnp_l
\ \ \ / /_M
\ _ _ _ _ _ / / / / Demoslt0cjón
_ Asurniendo que la circun Ferencia contiene a los
(c) . pUntOS A_ B, C Y nO COntiene _ D, tenemOS dOS
F_y_ 9. J_ POS ibilidadeS:

_9
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Primero. Suponiendo que el punto D a. Sj m_C _ mqADC _ 900, el cuad_látero
pertenece a la región interior de dicha ABcD es __nscn_ pt__
c ircun Ferenc ia.

B _--------_-__ ,__'' '\\
// a\ a\\\ ,/'0 '\\

_, '\\ ;, A = ------------__--_-----------------_'c

Al ' D_ '_ J
__\\ _\_, ,_ \\ ,_

2a - ^ - - - - - - - - ' ' _D(

b J F,__09.J9
F_ur09.lJ
_ AC es el diá_etro de la circunferencia
entonces la prolongación de CD interseca a %en _ que cont;ene a _o, punto, A, B, c y D.
y, por la propiedad del _gulo inscnto
ma AB_ = _n_CE = a b s__ m_D __ m_cD __ goo cuadn__a/
pero por la condición: _cD es __nscn_ptlN
m_BD=m_CD=a
.'.m_D=_n_B_ B __---_
/_a __\\

____a______ _ _ ?___ _ , ,' 'll:
Dado un cuadnláte_o ABcD, al p_olonga_ ,L A _! _ D
el lado AD hasta el punto _, tal que _ ,_
rn_C = mqCD_, determinamos que el '_ ,_
cuadnlátero es inscjptible. \\ ,'

C_adriláteros inscriptibles más tVc_entes
,_o _aecl.o F_u_9.l5
OdO CUadradO_ reCtangU
isósceles son cuadnláteros inscriptibles,yaellos _ A-D dl.a/metro de _a cl.,cunfe,enc._
_ podemos agregar los siguientes cuadjláteros
.nscn.p_.bles contiene a los puntos A, B, C y D.
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CAPíTULO IX figuras inscritas y circunscritas

_eorema de raylor _ DMBNH: inscnptible
m_MN=m_HN=a
En todo tjángulo oblicuángulo, las
proyecciones ortogonales del pie de una de
Of lO _antO, AMNC: CUadnlátefO
sus alturas, sobre sus lados adyacentes y los
.vo a dl.cha _tura son inscnptible.
, _�rtices  de un cuadnlátero insc_ptible 2_
t ' g
l.
B

'

N oM
Q
x A C
M *
0 _ raJ

__
AB y BC respectivamente.
^J

Sean M y N proyección o_ogonal de H sobre Demos_,,,_o/
_ y BC respectivarnente. _álogaEnente al caso ante_or, se d
D_NC: cuadntátero inscriptible. que el cuad_la' tero AMNc es jnscnptjble.

B
Demos_cjón
N
B a

a
O
_ - - - _ ' ' - - - - - - -A C
M,a (b)
O
__ a0
A _ C _ Enel_BHC
(bJ m_HN=mqBCH=a
_ _MN_H: inscriptible
m_HN=m_MN=a
_ m_MN=m_CA=a
_ _el_BHC
m_HN �  rn_CH = a insc_pt;
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Lumbreras Ed itores Ceometría

Teo_m8 _ P
'--o_+ _--_''^- w_-'
Si dos triángulos tienen respectivamenle un a /// a; "
4ngulo de igual medida y sus lados opuestos h _/ h _
m _ _
de igual longitud, además las alturas relativas /__ _, __

a dichos lados son congruentes, enlonces /_ H a r g "/
' 0b __''0 0

B
aD
a

m
_ h h

0 '
H b_ M _0 _Q
b

F_u_9.l9

'D

demostrado el teorema.
h
Tr__os el _ánguloAPC congruenIe al _á�gulo
0 QNM,esdecir,
L
AP--QN�m  y m_AC=m_QM=_
F_u_9.l8
comoBH--PT--h
Si m_C=m_NQ=a_ -_
_
AC=_Q=b y BH=Nl_h
pero también eI cuadnl_tero ABPC es
_ e y e _M SOn COn8rUenteS.
inscrip_ble.
_mos__cJón --
_ m__C=m_AC__ yCOmOBP//AC,
La deInostración de este teoreEna necesita una
entOnCeSm_C_=
consideración muy importante ya que existen
... 8=_
OSpOSlbllldades.
_ABC__MNQ o _ABC=_QNM con lo cu_ queda demos_ado el teoreIna debido
Si consideramos BC>BA y NQ>NM, solo se a que la m_C=m_MQ y _ cwnple el caso
cumple el pnmer caso. (A.lA.)
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CAPITULO IX figuras inscFitas y circunscritas

io_i____Y ___Na c____R_'' _' NecR.___ _ A.. u____N_, _c_Rc, y__ .FERe_ Nc__ _ . .... ' .. '__.._:,,,. :::____;::.__________;_:__.. ' .,.,,:._..''''''., , ,_ __:_._____':____/.___'__''_ __

DEFINltlÓN C
aD
00
circunferencia, si todos sus lados son tangentes _ O \ , O
' t _ f. .r
_ _ _ /_ o
Sea _una circunferencia de centro O. Si AB, _\ ,_ '
BC, CD, D_, _F, y AF son tangentes a _, entonces ,. _ _ ' ' - o' _ ' ' _ - _ _
- ; r
el polígono ABCD_F esta circunscrito en M. D !, _
_ f
y a _
_. A ' o ' 0 ' ' _ 0 '
D
,/ F_gu_9_l

O _
_ _RlAN_ULO ClRCUNtCRlrO A UNA
_ ' tIRCUNFERENCIA

A F B
F_ur09_O_

Obs__i'_,_0!_.=!__i'__'_'' '__'_.,.__,'_'''_,_,_;''a'_,i'__.''_ci_!_,!=''.''_____.0.i__.''_,'_n!,!'__'''_. _".'''_i_..'''__i''''_,_''_,.''_,_,'_'D_'_'___''_''_'''____'__' __'_'_'0"_'__''''_'''_'___'_'____'0'__'__'__'__'____'_"__'_''_'_''_'''''_''_''_'__'_'"___'_"oo'_'_ '__'__'' __'"''_''_'''__v _'_ _o0"__D0'o'"'o0_'"'oa__'_'''_'__'__,, o _ / o
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''"''''"O''''''''''''''''''''''''''''''''_'''"'''''_''^_-^'^---_'''''''''''''"''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''i''''i''''''''''''''''''''''''''''''' '____^^'_,,, __ _f f//
A la cjrcun Fe Fencja _ se le ll_e _.___ '?/
' _.: ;'\ f
circunferencia inscnta en el polígono _g''' ;f'\\ _
ABCD_F. ___g !
Pbdemos decif entonces, que una '_'___^^,, A N^ C
circun Ferencia esta inscnta en un polígono _'_ne?'__''_, F_u_ 9_a
sj esta es tangente a todos los lados det _0_o,,,
_lígono. 00_8^0
. _0.,,,,0.,d,,,,a,a,o.,00,o,oo,.,o,,o,,,,,,0.,,,,,0,0,,,,,,,,,,,0,D,,,D,d,,o,0,,0D,D,,a,,oo,,,o,..,,0,,o,oo.....o.,.o..,,...,,_..v,.....,0..,,,,0,,..o,o,,,D0,0,o0, ,,,d,,,,,,,,,,0,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,00_ .oo._.v,,,,,,,,,o,,,n,,,,,,,,,,,,,o,o,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,o,d,,,Dd,,D,,doa,,,o,,,o,p,,,0,,,,0,o,,,,,,,,,,,,,,,,_,,v,, M la Flgura 9.22, el __C está ClrCunscntO a
la circunFerencia %.
_PIEDADEt
_ : circunferencia inscjta en el _ABC.
_ _ centro de la circunferencia inscrita
f : radlO de la ClfCUn FerenCla lnSCnta lnradlO
equidista de todos los lados del polígono '
circunscritoa_.
_ _ bisect_ces intejores tr_adas desde los ._,.._i_'' '''''''o...=.',__==__._._.b....._=.,,=,....:_''=.=.=__...=.0,.=.='_=.'.. ....''='a.=0=_.=_'j-ó=.,•,=n' ..,.._,0
__értices de un polígono circunscrito a una U'''''''''''''__i,,'0,,,'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''_''''''''''"''""'_''''''"'''''''''''''"'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''|'''''''''_''''''' _____^''__,,,_^'_o,,,
circunferencia concurren en el centfo de _o0__,^^''_,0_,^'_,,, El centro de la circunferencia inscnta _____^^'_0,,,^^oD,
_Cha circun Ferencja. ____,i?0_.ii^i..._. equidista de los lados del triá�gulo  _000_o_,__D0,,
_ O: Equidista de los lados. 0___00'__,,,,0_,,, circunscjto a dicha circun Ferencia. __0_0^_'_v'_,
_ _s bisectrices inte_ores concurren en O. __^^''''__'_'____'"'0'_'_'_'_'0_'_0__'0__0____0__'__0__0'__________________'_'___''_____'__'____'"__'_'__d'_D_0__0'dD'o'_'_'0_0'_'0a'__'0''00a''_''_o-'__0'''''''''''''___-___'_0___0'_'___'_'0Dd0o"_'0_'_'_'o"_'0_'__0_'0o'''''__'____ ____'__'______0"___0''_0'0d_0'0'_'0_'_''__'___ _____'____ ___ _0_____________''__0d_''_'______^'_^__^o_
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Lumbreras Editores G eometría

Prop_e_ ad Demostración
En Iodo tjángulo, la longitud de los B
segmenlos tangentes dete_inados por la _ O_ _
circunferencia inscjta es igu_ a la diferencia de __ a a _o_
_tud del sem;peri_netro y la long__tud de_ o_ 2 2 c
. smento _ __
, O _

C ..0 ,
'\\ \, tn b m

A_Nb C F___9__
F_ura9_3
A_=n+rcol-2 =c (I)
Asi en la f_gura 9.23:
__( AN' _ _6_ _ - ' _c = m + _co_(-_,) = _ (_l_
? B__p-b AC = n + m _ b (lIl)
.. cM _ p _ c Sumando (l) y (II)
a+c _m_+n+ 2rco t (- a2 )
___ma d_ _ont0l0t de (1__)
En todo _a_ ngulo se cumple que la suma de _ 0 + c = b + _cot ( _2)
las longitudes de dos lados es igual a la su_na de
la longitud del tercer lado y dos veces el inradio .'. AB + BC �  AC + _cot -2
multiplicado por la cotangente de la mitad de la
medida del ángulo que se opone aI tercer lado. Caso p_cul_ del teo__ de Ponce_et
g En _odo trian_ gulo rec_gulo, la suma de las
Da longitudes de los catetos es igu_ a la suma de la

\ %
A C ,
(a) //F
%: circunferencia inscnta en eI __C. A_ b _ C
r :inradiodeI_ABC.

____._:___+'____,,_' ' __\ (_ _2. ) ' '',.' ',.... _. _ _ ' 'c ' ' ' ' _ 'b__ =_______'..
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i
E. cn_íTu Lo _x Figuras inscritas y circunscritas

. Demos__ción del teorem_ de Poncelet

. Aplicando el teorema general o_DG>00 _.
i __...,_0__ _
a
a+C�b+2rCOt  -
/r
i dondea�90^  _/
'' _a+c=b+_€

_ Ap_,a,,.o,n ,e_ _eo,ema de pon,e_e_ A ' M ' ^ __
_i._ l. En todo triángulo rectángulo, si se traza la (aJ
''. altura relativa a la hipotenusa, la longitud , . __ n r, d __
de esta aIEura es igual a la suma de las _M. b;sect_
i longitudes de los inradios de los t_ángulos _N; b;sect_'2 de_ _ H_c.
t rectángulos parciales y el del inici_. entonces

. B - 'MN__ '__i.
_ aD '
Demostr0cjón

i _' o B
. ', a__D_
;_ 0 P
, fj__0! _ c 0 a
i A H c
_ F_ura9_6
o _a+0 2a+_o 2a0
'' - - A MH N C
i__D. BH: altura relativa a AC _ x _
C
i _' t _0_

i. f2 N inradiO del _HBC
i r : inradio del _ABC

e'' ' Sea rnqABM--mqMBH=a
, i_. BH_1_+Fz+r '_
i__ _am__N�m__C=ß
i',D _ en el _ABC: la mqBAC -- 2ß
, _ Para su demostración bastará aplicar el _MBc; m_Mc = mqMBc _ a+2
_i teorem_ de Poncelet en los tnángulos _ MC -- BC -- a
i' _H H_c y _c _N_A: mqBNA = rn_BA �  ß + 2a
' ' _ NA=AB�c
i_ comoAC=b_AM=b-a y CN=b-c
_ _. _ el tri_, gulo rectángulo ABC recto en B, se En el _ABc del _eorema de poncelet;
_ traza la altura BH y las bisectnces BM y BN a + C = b + _ (I)
_ de los a, ngu_os ABH y H_c respectl_v_en_e De la Flgura 9.27
, ' _ x=c-AM=c- (b-a)
i''_ _ _í resulta que MN es igual a dos veces el a + c __
. inradio del tnángulo ABC. De _ y __; x = _
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__ _ ____ _ (__ J_ \\ _ __ AB _____(Ae + Q_e) _+ (BN_q_+ QNDc)) DQ

Lumb reras Ed itores C eom etría

tUADRl_ArERO CIRCUNSCRlrO EN UNA g
N
C
B
M _
_ C ,_ P
, _ ,/'
I í
\\ A ' D
% '\\
ì (bJ
A D F_u_9_9
F_ur09_8
entonces AM = AQ; BM = BN; CN �  CP; DP =
En la Flgura 9.28, el cuadrilátero ABCD está COmO
circunscrito a la c_rcun Ferenc_�  _. AB + CD '" (_ + MB) + (CP + P_)
por lo tanto, reemplazando tenemos
: ClrCUn FerenCla lnSCnta en el DABCD.
+CD= (AQ+Bm+ (NC+
agru pando conve ni ente rne nte
__orema de Pitot _ + cD __

En todo cuadrilátefo ci,cunscrito, la suma de :. _ + CD = AD + BC
las longitudes de dos lados opuestos es igual a la
. d d _ d Teorema
SUma de laS l On_ltU eS e OS OtrOS OS.
En todo polígono circunscnto cuyo núEnero de
B lados es par, la suma de las longitudes de los lados
tomados en forma alternada y consecutivamente
' C es igual a la suma de las longitudes de los otros
lados restantes. n �  26 ; (_ __ _)
l
'\ A _3 Aq
'\\ _, _ _
A2 _0 As
A D _ _
l ,I
A8cD : acircunsc__o a la c_ccunFecenc_a % A_ _ ,/' ' J7
_n í
_ AB_+CD_BC'+_.D An _(n _JA(

F___9.30
_mOStraCiÓ_
Sean M, N, P y Q los puntos de tangencia ' _,_ n ._. /- n ..:...:... '
--- - ' 2 ''__'
de la circunFerencia _ con AB, _C, CD, y _ '. ._(__. _ __ __ _2__)
feSpeCtlVamente. , ,i.2_ . ...._., _._-_.1. :.. .,.. .. ..
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CAPíTULO IX figuras inscritas y circunscritas

" y_ _ ^_ _____m__y__X_' "_ix_ ______ _'._ _'_x__'?_ __ ;__ ___7_ ________ mt_n_
___ ,__\__,_ __ _,___ %_s, ___�?_~^_"__  __e______'X___J:_ ?, _ ___h , "^ _ s_ _ _ "
/ _ _"\_ _, _c_n' _ _ _ _,,,_ " __ _ ' ___ _'____n _v;_ __'v' ' 3_._ _?._~_ '__ ?_,- .-. ___ ._;
_____' __ ,___, M___d _" ''''/____;!_ _ ' V_____X '__ _-__ __'_N _,_ ,M __ -:/ ___ __.,\ n t
:__c _"_ _v __ ____'_" __,y _____v_'_'____=2___54'_'m_,_^n__ _?,_'_
, _____,_ __ ' _ _ _M_ _ _____, S 0 _, _ _ ___?,___! _ '5?_ __v ___,m_ _? __ !,_ _
__ _ _ " \ __ '_ ,_'? ' V "' " _/, _, _/ _____?, __u _ _ _ ?h ,,_ _ _ m t _s _ ,___ _m_ __h\_ xr_
__, _,__^ ? , _'_n/"//_ _ __ _m__v_?_ X '_' '_ ____ �_  s,__m'__'_!' ;_ _ _ __ ,�R_x
m ;,__ ;,,__, /_m ,_,_, ,5__'q,u , ,_;__m ?^!t ___ _''_ _ '_ m 5 v_I 4q _N'!, , _, _\_'m _ _V _
_n_'__ __;t_,_';, m_'____,_'_,,__ '___J__\_>% _^' ___,_;cYT'_'^3_,tf __'__, _
____t_,'_,,_ n ? ,_ _m _____ ^ _ _ _ __ _t___/' _w_ n __ ,_'
',________'_ '___'__ , _ /_',__, _, ?_ mX__,,,,_, 2;_? __,_?nv,____ __,__ _ _ _ _ __
___ ^"____v ?__ _,,,_\____n _ ,,_, ;____�M__//;___,___m_'4__,n;/__,._  _? _;_? _,c n: '__ _____ __nx______'-__
____,__,,n,vm;,,,__/_/,;/_m,__, /__,v;,\ ,_;_v_:_;,__^_,;9_,,___%, c,, ,_ _____?_\Ua"_i___'s; __,__m_m___w,___s_____'_:_v,___F _;4___;;______ / ,'_4n__?,_ _;___v____'n__\;.\ ,_

ß cuodrilátero rircun4rito se puede a_reciar en _ muro de Ia ciudadeIa Chan-Chan, donde Ios Iineas est�n  circunscritos o Ia
representaci�n  de un pe Iicono, y en eI te Ior mochico obseNamos cuadriIóteros circunscritos o _guras ontropomo_os.

. ___ __n'__ ;v'',; s t;_?t_,_;_
____o_o\c__y______E _ u_A c_Rcu_FE_ __ _'''\ _v _,__ \__ _

0EFlNlClON Dado un _A8C, siempre se puede trazar una
Es a uel ol__ o,o al ue se le se uede traz4, ClfCUnfefenCla t_ente a SUS tfeS ladOS_
_a circunferencia tangente a todos sus lados.
c D_mO_lr_C__n
----- B

B ,' '. D

l' /'/ '\P
,\_ , Nr ,'
\_é ___, ;' ,0 :;

F_ur_9.Jl a'_ _r _ _
Doa\_f0___ ___
Dado el pol_gono ABcD_, se puede tra2ar M
_a circunrerencia _ tangente a todos los lados rbJ
del polígono. De esta manera_ asumimos que el
Uf
poIígono ABCD_ es circun8criptible.
Por A y C tra2amos las bisectnces intenores que
T__ma se _
T_o triángulo es circunscriptible.
Del teorema de la bisect_2 de un ángulo
B
ON=OM=r y OM=OP=r
_----_ .'. ON=OP=OM=r
o '_ Es decir, O equidista de los tres lados, por
__ ,_ ,/% lo que con centro en O y radio r, se puede
\\ _ ' '' c _ra2a_ una ci_cun Fe Fencia que seFá
(_J los tres lados.
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Lu m breras Ed '_to res G eom etr ía

Teo_m8 Asumiendo que AB > BC y AD > C D; entonces

_gual a _a suma de tos puntos M y N respectivamente_ ta l que
aS lOn_l_UdeS de lOS OlfOS dOS, Se da QUe el
cuadrilátero es circunscriptible. como AB - Bc _ AD - CD

En el _MNC, las mediatnces de MN_ NC y M C' ' _

__ ' como en todo t_ángulo las mediatrices son
_' concurTenles (sea O el punto de concurrenc ia ),
'__ __,// _ ; Ao, Do_ y Bo _esultan sec med_atrices de _N,

_ _. _ , _ D _ángulos M_; ND C y M _ C.
(_J _ decir O equidista de AB yAD p_a _O y de D A
yDC p_a _O así como deBC y BApara _O_
Si m_ + CD '' BC + _ por lo tanto o equ;dista de los cuatro lados.
_ DA8CD es circunscriptible.
Entonces con centro en O y radio r (sien do r la
distancia de O a los lados)se puede _azar una
__mOS_0Cl.O/_ cjrcunferencia ue es ian ente a los cuatro
En el CUad_látefO _CD lados. por lo tanto, el D A_cD es un cuad_láte Fo
Sea _ + CD = BC + _ cifcunscnplible.

80 , //__---N__

y\ O,/O b "_ _ ,;'

.oa '/ __a
(cJ
(bJ F_' u_a 9.JJ
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lumb reras Ed itores Geometría
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_i.,_,D,,___,,__,__'__ _ R '_ ''_ __ _ _.. i.i'_,_._0__ 'i __ ;. _.,. .: : __;_ :_,__. _;;_,_ __'__________ _o...D., ___ e,, ^ _0,.__.._.o_. __.._.D.. _ _,._,, __ __. __._0__ _ _' _,...,..,.,,,,oo '' _., O ' ,. ,..,. __.' _, _ 0_,_, ^ '. _,0,, _,0,, ^,, _,.,,,.,,, _, _, _,_,. _0_,, __ , _o_0 __o ___,, _,oo,,_,,o _,,,,_,,,, ' _'_,,,,'_,,,_,,,,,',,,_,, _,,,,,_,__ ___,v___, _ __,_ M_,_,_ _: ___:_ ___ 5; ,. _:,_;__'__ __ ^ _'_,_ ^^' ^^'___, ^'_%^ _^''a, _ _^^,__'_ _,','_^'_,''__,___________ ___ _,,,'_,, _^",0^'0_,,,00'oa0 _,0_._D,,__,,,,,,,,,__,,,,,,, __ _,,,___,,a,'_ _,,, '_ __, _,,,D0_0,,D,_o,,,__ __. _iD_,,,'__0''i,,_,_,___,.,,,, ___, _,,,,'oo,o__,,__,,,,.,,,o.,o_._,, _0,.._,,,__,, ___o _,,'_,,,_,,,___0_0 __,,,',,';,-_ _,,_ _',_ _)_ ,, _. ,. ;.__.m _! g_,,_ _ !__,_^'_,,,'__,,,0_,,____,,',, _^'__,,,,_,,,,,__,,,,_'_,,,^'__,,,o,_oo__0,_,,__,, ____. _,,a __,,,_ _,,. __..iD,,,0,__,,g_ _,_, __ _,,'_, _.r, 00._,,'a__,,0,,,,__,,,_,,,,, '_ __,,__,,0_.,,_,,._o,,_,,.,,,___,,_,0, _'_,,, ___,,,, __o,,o,,,,,_oo,,,o0,_,,,o_,o__0, ,_,_,._ _,,,e __,,o _._0,,_?.., ,.a,,?..,_ __,,.,,_, oi,,,_,i,,,,' __,,.'_,,, ,o_,,_, ,_,,,, ,_,, _,, ,,i, ,, __,e, ,.v ,_ ,;v_,:,, ,,__ _'___'' __^^__^^_^^' _ ^^'_^__^^_,_ __ ^^_,o__^'_, _,^^oo _'_,_, _,_,,_,
_,,,_,,,_,,,,__,,,,,,,, __,,,_, _,,,,___,,,,,,^_, o",,0'__,,,, ^',,0_,_,_,,''_,00o__,_, _,,^'0_,0_,'_,,v_,^'__,,,_'',,, _'__,,__''_,0o____0__a_'08a.._..''d,_..0_,.D,_.;
El excentfo equjdista de todos los lados del _,._,,_;,:---_;---_----!''''''''-'___-dd'''__''''__iD"''___'^'^ ''''"'_''''~ ' ~~^ - '_'"' ^___ C'__' - -_ _ -' 1_''_,i.
!''_''''''''''_'''''''''_'''_'''''''''' M la Flgura 9 38 los segmentos _angen_es ___
_0ll_OnO eXInSCfltO. ___ - - _'_
' _,_,_0''__,_,, AM y AN tienen Iongitudes que son iguales ___,,o__,,,,
/// ___,_'0_,'_ a la longitud del semiperímetro de la región ,__o'_,,,,o,,^__,'
/ % _'__'_,'__.tn_gularABC. ''_,''
B / O_ __ ___
_' 'r, _____,_o_,, 0'_'---?N\\\_ 'a__''__0_,,
0__f, ''_ _i^_^^^''^^0o __' _ _ _i_'_,''',
'--_--'.? "___0_'___,' !' " '! 0'0___,,'_'___,0''_,
_0_ ,//_\_f i_??'_, ,-__==___,_............ ,' _,,
'a ,,,''a ;! "._ __a'___, .....,----------------_-_---=-----_-=-------------_---'''''''''''''''' " __,','
;ra \ _____,,,_, ,_'''_'" _;';_''_''''y'_. ,/' _0,o,o_
D___ __o__0!______ _'___,_^'''_,,_,,_'''_, A C N '_____'_^_o__oo,,0_,,''
A D ._ ,',_? _ur09.S8 _,,.:
_ ?X_ Sea '?
Ufa9.J _'0,,a,, ____,
____0'__,,'_,,0, p : longitud del semipe�metro  de l__ _,,'__o__,,o
__,_,_'__ región tnangularABC. ____^^^__
En la rlgura 9.36 __,'_,,,,'_,?,,, _ _ _ _ _ p _;_O'...
_ : es el excentro del polígono _:'___0_______''e-_'-0o_0_0o__o_0_0_0_8_8___08___080_0__a___09___,_'_'' __'____'___'__'__'__'__'__'____,_m_-__o__08d8_8_______o_o8__00oa0____,0_0,__,'_ '____________o,_,_'_'____dd_d_____o_____0____________________0_8___0__-_______________________ _,__v__88_0__a_d_____d___0_0_0_-0_-----____i______________'_''''__''_
e_nscnloABCD.
C _A_Rl _�_E  RO EXl N_CRlrO
: circunferencia exinscnta a
A
políeonoABCD.
ABCD: potígono exinscj_o. ,

_RlÁ____o E_l_scR__o _ u__ B . ,_
c_Rcu__ERENc__ ''__.

e A _0
B F__9.J9
_
__ ABCD : CUadrllatefO eXlnSCfltO a r
'_ __0
A c _
_eoremadeSt_iner

_y_ 9__7 En todo cuadnlátero exinsc_to_ la sust Faccjón
de las longitudes de dos lados opuestos es igual a
__C : t__gulo exinscnto a r_. la sus_racción de l_ lo_itudes de los o_os dos
R : circun Ferencja exinsc__ al _A8C _í en la Fl_Ura ante_O Uf,
_ :excentro_ABC._ _ A8 c
'_AB_CD_AD-BC
fa :eXfadlOde
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CAPITUL_ IX figuFas inscritas y ciFcunscritas

Demostr_ci_n

_ P _, b m'_
' _ ,' Bo_a 0! �
' _X ; 0 , ' O
,, ,, b m _
! B _ ,' !C 0 !
! b t a _' _
"_o :_
N D P 8 ''n_q" '!
_ _ d D 0 ,_=\_' ____a__
D Q
D C+m Q
F_u_9._O (bJ

De la F_gura 9.40, CM _ CN _ m pfOlOn_amOS AB haSta R, tal qUe BP = BC = b
Bp = BN = b + m _fOlOngamOS AD haSta Q, tal _Ue DQ = DC = C
DM=De=c+m __ _=a+b Y AQ=d+C
_r teo,e_a. AP __ AQ del dato: _ = AQ
+ b + m __ d + c + m ' M los _ángulos isósceles AP4, BPC y Q_C,
e_im;nando m. a + b __ d + c I_ _turas rela_vas a l_ bases PQ, PC Y CQ
.-_. a_, __ d_b son rnediatnCeS a la Vez de diChOS ladOS.
. En el tjángulo PCQ, las mediatnces de los
__,gma _t__pfoto _e stg-,ne, lados PQ_ PC y CQ son Concurrentes en O,
pero AO, BO y DO sonbisec_cesde _AQ,
Si en un cuadnlátero la sustracción es de las __c _cD_ _,consN_ u__ente oequ__d__
}o_itudes de sus lados opuest_s son iguales el - - - -
' de AB, AD, BC y DC feS_eCtlVaMente.
CUadnlalefO eS e_nSC__tlble.
_-'=---__ ,a
_''' ,,/"'\_\% ,,_/ \'
C_,' /' ', B _ ; \'\
A '\__ 'O ,_ 0a p_____ _
''__ ,' ;c "0 -
D-''_-_\___ _,_' fa ,_ :'_
_'_ ''-- _/ ;ro
'; (4) _ g !;
! ___ D 8 _
l, siAB_cD=AD_Bc _ -----'------"--"------
_ _ 3 una circun Ferencia _ exterior, 4ue es (cJ
_ _gente a las prolongaciones de todos los lados _g,,0 9.__
deI a_CD. Por lo tanto, el cuadnlátero ABCD . En con,ec,enc;a o equ_d_,ta de _os cuat,
es _inscnplible. _ado, de_ a ABcD.
_ Entonces con centro en O y radio r, seDe
mos__c i ón pod_/4 E,a_r una c;,cun Fe,enc;
Si AB-CD__-BC t AB+BC=_+DC _os cuatro Iados defaABcD. (r,; dis_anci
_ asi en la flgura 9 .4 l (b) de o a los lados.)
.'. _ + b = c + d . _A8CD es exinscnptible.
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GAPlTUlO IX f'_guras '_nscritas y cjrc_nscrjt

_ la F_gura 9.44: Demos_ción
Tra2amos AP y P_, entonces
_ Ai_C:_jnscrito B
_ mæ_M=m_AC=0
_ _ NBMP; inscriptible _ M F
a _a
_ m_MP_ �  mqMN_ = a ' \ _ _ _
_ _AßNP: inscnp_ble _ o _'\_ _ _
_ m_iß_m_NQ=_ _0 ' ^_8__
a m 0" m a__
_el_AiQ:8+p--9oo A - '^----------Q---\-'----- '_^; Y
'_ a^'
F_ el _BPM: 0 + a = 900 '_
_ a=ß %
Por lo tanto, M, N y Q son colineales.
(bJ
noRE__ _E pAp__L__ F_U_ 9t9S

Si el punto de intersección de l_s diagonales
de un cuadnlátero inscrito en una circunferencia
; _ca a un, cue,d, de d;ch, c;,c,n(e,enc;a COmO _P '' PFt e^tOnCeS la feCta OP eS
, entonces t_bién biseca al segmento de dicha Pemend'CUlar a _F
' c_erda limitado por los lados del cuadjlátero. _ Tra2amos _H _ _p
B c _ AQ=Q_=m
' ,_.AP=iH=C
_ M P N F
_ _Or e teOfema e a me latnZ
ym_AH=mæHA�a
_
t , como _F//AH
f O __
' " _ m__=rn_PF_a
A "
; ' _ En __ m_C _ = m q C D Y = a ( _ i n s c n l o J
_ D
t, _ _ ' NP_H: _nSCnPt_ble
_ m_YN=0
;' _aJ
! _ __M _ _HPN (A.l.A.)
i' : circunferencia circunscrita al _ABCD.
g Ep__p_, entonces Mp__Np __ PM = _NP
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Caso paFtic_lar del teorema de Papillón
C
Y
M _ N
s; _p__pF _ Mp__Np D
Por lo tento, también M_ �  FN ; _

A ,'
(aJ

Demoslr_ción
C
, a /g_
B _//'
_ /_' P F
_\ __ __ ___ 0_ a
__\_ _ ___ __-''__ _ _
___-ia a _c
H ------------m------0 _--------m------^---g D

O \\

A
%

(bJ
F_ura9.96

Si _P=PF _ OP l _F En_:m_CH=m_DH=a
Tra2amos DH _ OP aPHMC: es inscjptible e
_ HQ=_D_m y HP=P_=Q _'_ 0+_-- l800
... m_DH __ m_HD __ a y Pero en r__: m_DA = m_CA = 0
_m_p__a m_0N= ß
_ m _iHM _ _i0N (A.L.A.)
.'. MP=NP .
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9 D _, ' _ ^c ^ ' ' ^ ' ' '_ ' ' _, ^ ' ' '_ ' ' ^ ' ', :
i o__^''0____'__'_ _'_,
__:,___,__,_,,_,, __e,_,oD__,__"_,^__' _EAN VICTOR PONCELET (met_9 l 788 - PafIS, l 867) _''_,

__0;,?,,_' Nació el I de julio de t7_ y muere et 22 de diciembFe en franci_ ,__',^ ,_,,_,,_e_,o,, _
,_,D:9'_n_,?_,,_ matemátîco e îngeniero. con_derado como uno da los fundad_r_ de la _;o,_,,___o_,_,_,,,,,,,,o,,__,__v_;_''^_i'c_cc__,,,, ,,^
__c,;__,?_c,' :_ geomet_a d_c_iptin modeFn_ ioncelet fue pupilo de G_paFd monge. '_,',_,,_o__'__,_,D'., _'_'' ^' 'o's___, __ ,, _l__,0'cc^''_'^''^'_ '^''' ^ :e
v_u_ _,D?,, c,;,;_, como ten;en_e de ;,gen;e,_ _ _gI2 p_;c;_ en _, __, __ de __ _o, __ _- Y__' _ '_,_c_ca_',_ _ : ''_
__ _f_^__,__''' 0_,_,_,__,_,___,,____aa,^_^_^^',^^_,,^^'a^^_,^^'^^_,,^^'_,^^_,_^^'_,^^_,,^^'_,^^_,,^^'_,^_,,^^'_^_,,^^'_^_,,^_^,_,___^^'___,__'___'__,,__,,_;_,,___,t_0,'__,_,^,_____,,,__'_,___d,i0_?^____,_cc_,,____ _% _
__C_c'_'___,,,'_'__ N_0león, fuego en l 8 l 4 volvió a francia. _'0_,_,____^',,,_,,_'^',__'_____,_,^_^',,',,,_______,,__,_,_,__,,_,_'__,'_,,,__,__,_o'''____,____,__o''___,_'_,______',___,__0,______^"_,^''__,^_'_,^'___,^'_,,^_'_,0'_c_o'_,'''_,^o,:__',_::^',a_'0__0o'____''__,__v " ;,
__ ?'___ _^_^__^O_D _____aa_,_ ,_^_^___,___8^8____'___,________,__8%l^__%a___^^'_,^^_^'_,^^o,',^_n' 'ic__'__i____ ___ ,
?_____ . . , . . ______'___5__v_______4__^^^^'!'_q_i__08__' ,______ _,__^_^ _^____^___' _,_,,0,_,_,i_?,_i__co__,:____,______0_'o__,_,,_0o__ '_
____ _ UnnteSUmCa_eamlent0 OnCeetestU l aa_eome_la eSCff_tNa, _'__00_o,_,,_,00,___,___0_,,____,o&,'_,__,_,_0____,___,___,,_,_,,,_,_____5____'';;?_,,__;__'__^%_____^^%^'cc,__,,,_cg__,___S_______''__'',_,__,___^_,,^'__,,^O'_,,"__,,__,_,,'__,P'o,__,o,___,___,,''__i__,:', _,_
l ,__s ?_t_,'_,,,_,' _^,_,__,^_'_,_,_0,^_'',^''''^S^_'__,_,^____^_^a_,,^___,^_,^,_,_,__,^___,,^___,__v_^D,___,,__'^_,_^__,^^,_^,%,____:,o___g0_o____,, _:_,^e%_' _,___0,_,,_,,,,,__o__,__^__^'_,____^_,___^__,____i__ _o_,
in0'______ Escribió un tra_o en _ _�not_e  et de géomètrie (us0s analíticos de la ___,:;_,___0^_,,_,l0''____.^'_^^'n'o''__P^'', _'^_^'___^^'_v'''_,^,'',,^^','_''__^'',____''_,___D,__,____q______'___: _~'_'______,___',__0__'_0___,",_''0_,_'_,__vo__,,___'____'c',______ '___:,,_'^_,___,_,__,_''o'_'_'_'__,_____^^'_~_v__'__,_' _e,_
___' ' _ ^_ _ ^''_ ^ ^'__ ^ 000_ ^ _ ^'c ''0 ^ ^'__, ^ ^''_, ^ ^ ^ _'__ '''_ ^c__, ''_ ^ ^ ' _'__ 'a__ _ _ ^ ^', ^' _ ^,_ _, ^_, ^ _' ^''_ ' ^ ^ ^'' ^ ' ''_, '''___,'_ _ ^ ^'__, '''_ ^ ^'__, '' _'__ ^ ^'__ ^_ _^__'a ' ^'__'_' ' ^ ^_ ^_,, ^ ^'_ ^ ^'', ' _'_,'_,, _ __, __, ''_,___,_ __ ' ' ' S_ ^ ___ _ _ ~ ' _ ' ' ^ _o ^ ^ ^s 's ' ^_ ^ ^_ ^ _'_ ^ _a_ ^_ ^ _,_c ^ ^' __ ^ ^ __, ^ ^ ^_ ___ ^'_ ^ ^__ _ __ ^' ^ ' ^ _ _ ^ ^ : ___ ___^,_,'__,_a _'__,8 ___' __ _' _ '_, ' ' :_
____,__,,'_;_____ geome_a). EXe tn_yo fue planeado orig!naImente como inDDducción dd ;_______a____,_____%______,^___,,-__o__^a_,^_'_^_'_a,_'____'______o_,_,__,__,'_, ,_',_" ,, _______''_'0_'_0_^___^_,__^^'_^^'_,^^'_,^^'_^__^^__^'_^___^'____'__'',d__'' __'^'^,
' ,''__c___'__?' t__do en _ _cte�ís_cas  descrip_iv_ de Ias _guras ( l822)x por _o cuaJ ''^'_,
_ __;,__,^,,,__,,_ Poncelet es conside_do com0 un.o de fos géómetras d_c_ptiv0s máé grand_ de la época. C_ lo que ;:,__
' __,,_?,,____o__,_,'__ es p_Mipio de continuidad. que es un concept0 que se agre_ a Ia geomet_a sintética. Io cual conduce _'o_,_,^'D
__, _PcO'__,_ a ta introducción de punt_s im_narios. "_
___, Poncelet,de5de l8t5 a l825,_upa laingenie�íamili_enme_yde  l825 a l835 sed_empe�a  _
_?,c _ como p_fesor de m_ánicos en el D'_pIica_n de Ecote. AplicÓ t_ mate��áti_  a las mejD_ de
_ ' ' tJ_in_ y de _termmeefs.

__ HENR_ __T_ (_695 o 177 _) 5

Naci6 en l_9S y murió l17l. Pit_ fue un _5icD fnncé�,  _mbìén in_enìero y mil__, que l Ievó _
a cabo nume_ cons0uccionq enti l_ que de_ca el acueducta de Saint-Climent. Estudio el
rendimientD de fas máquin_ elect_ ric_ (bombas y molinos) e ideÓ ef II_ad0 tubo de Pitot_ con eE que
se puede mediF la vefocidad de _n_ corrie_ tluíd_ '__
_n geomemj se h__0 hmoso _r _ _oFema de Ios cuadn__ros circunx_tos a una
' _rcunf_enci_ ;c_e,

2 l _000 _____'____._v;_ _. __;,____'.,_ \ ' ^c''
_;, ',x.____,;_''''___ _mo_,'a,o"''__''o0,,'__o _.,^_^^ ' __''_'_____''____','",,_,__ ';, ''.
;, , _ , '. _. '__,,_'__n_'_,__'_____^_^v^ '_
_ , _;_v\. \ ,,','__;_'';.'. ' '' _ ' ,,:_','_y,__,__a___''_,,^',,, ,,_,,,;__'. !__,_,eo,
€, il - ij ___ \_ ,;_ _______ , _ C_____'' ' _ 00
0,,, ' _ :___'v,_,__;'___-,,___-__,___,_,;, ___,,,,, c_

_tubddePitDt _ '
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0
rOblem_S eSUeltOS

Pro_l_m_1
Enlanguramostrada, calculemæMQ. SiAM=MB; mAP =mPF y mFQ =mQd.

AJ95o A _ , ,l_ ___
B)600 l_ D_ /' _ 3,,
cJ75o __ _
D)9oo
E) 12oo p
Q
Resolución
Piden mqPMQ = x, así que prolongamos QM hasta N, tal que MN = MQ = Q.
Corno AM = MB _ m, el _AMN_-= _BMQ (L.A.L.) _ AN = BQ = b

N,

b,_,,' '\\Q _2

g ,J _ '\ /
_ m a\M /
_ ,__ , m/
l _ '_ !, x a J

0 ,' i _ ,
l ' '_ ' b
_ _ __'F
c_N-__--__--'-' __ g"_- b
P ^-_---_------ __;J___ ""'___
Q

F_ura9._7

Corno __AP = m_F Se ObSe_a:
_ AP�PF_a  y _PVN=_PFQ(L.A.L.)
mFQ=mQB _Np-_pQ-_
_ FQ=QB=b
UegOene PN :COmO =
_PA_F: inscnto en _,
'. x=900
_ mæF_=m_A_=
a QB_F: inscjto en _2
_vt_
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CAPíTULO lX figuras inscritas y circun_critas

tro_lem82 Pto_lem83

Sea P un punto del arco AC de la circun Ferencia En un _ángulo equilá_ero A8C se tra2an las
circunscriEa al triá�gulo  isósceles ABC de base cenanas BM y CN que se intersecan en R, tal que
AC. Si PA _ _ y PC = b (b > _), halle P_. m_BM = m_CN. Si AM �  2(MC), determine
Considere que H es la proyección ortogonaI de m_M.
B sobrePC.
n)6o BJl2oo cJq5o
AJ 2_ + b B) b/2 CJ b - 0 D) 9OO E) 750
0+b
2 ig8o_u�ió
R__u_6n _denm_PM=X
PidenP_=x
B au
-'___ a
__ _ p
___;'_ __F___"'''___
m,'_,j /' ,m, x,_ '
_ _l'0'__ __ m_ _o
__^_ __m\_ __
_ ; _ q_,M ND
! '_ ''__x___?'' --X__
_ ? a___ _ __ __.. , __________::',;,.,,,_a? P '
! c_ y____,_ _n_'_,''n,n__ _
a x c__?? _'__? _? _ ?__ _ _N_ _
_' ____ _,_n'!__ 0,
__ ' A_2____C
AF
F__9._

_olo_amos PC hasta M, t_ que CM = AP = a
comoAB__Bc__m(dato) y SeaMC__ t _=2_
__cM = m_AP -- 8 deb__do a que Aic_ es un _'. _ -- BC -- AC -- 3_
cuad_l_tero inscnto. Sea la m_M = a
_ _azar BP y BM se observa t m_CN = a
_ BCM _ _ B_ (l.A ' L.) luego los _á�gulos  ABM y BcN son congruentes
_ BP--BM=_
Wego en el _P_M: (isósceles)
_ 8N=AM_
pH_HM=_PM ____
2
ue_0 en el _P_C, mqP_C = 600 - a
_+b
2
,_ .'. _ANPM es insCnptible
;_:^_'_~__' '_
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Lumb reras Ed itores G eometría

i.,.....i.... '_''' '6=0-=....b''..=...._=,,.=.=.._.g=._..=._'_=....=0...._'=''_=.=..='.''''=..,=..'.'=...._,.0. __' '''''_...=_..._.=...,=_.._._.._'_''.'=...=.....'=....._.''''''''"''''''''_'''.._.'_,.._'_i..i_,,.._...._..,,..,,.,,_o,,....._.. ,,,.,,,,,,,,,,,,. ._,,.,....x......_..,._,___. _ _. ,,0,.m__,,,,,,_,,4,.__,q,,,,.,,,,, Piden m_PO =x
''''''_,,i,_'_''-'-'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''"''''_''_'''__'"'''"^''''i''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''_''_''''''''-'''-''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''_'-''' _g_ Sea mCD = mDB = 2a y OP=PD=_
~__,,0, En el __M_ Si _ = 2 (_ Y la __,__^'__,, _ m_AB -_ a -_ m_c_D
_____^''_,,, m__M = 60^ _ el __M eS nOtable de _'^,_ oA -_ oD _ mgoDA -_ rngoAD -_ a
______^^''_,,,,, 300 Y 60^_ __',_'?_''. op __ p_ _ ,n_oD __ m__o __ a
____'__,_ _ 8_^^''___,^^'',, D OP0B: inscri_tible
_3,..,; __,., _ rn_OBP=m_ODP--a

''o _' _ _____ ;,x'_ En el _ADB: a+2a _ 9oo _ a = 3oo
'_____^^''__,,, __g Enel_oDi;x_2a
~~^'00,_"0_, 0600 '___', ._.x_6oo
____o' A 20 M __,_^''_,
_ _ ___ ^ '^'''_,,, F_ura9.5o __ ^ _" _oo. ,,.c__ :___.__0 '_' ' ' '. _ __ _ _...

______^^''_,,,,,, .'. m_M = 900 ' _____ pro_igm_ 5
.o,n x _ goo Sea P un punto de la región intenor de un
paralelogramo A8CD, tal que m_AP = m_CP.
?___ __n D_ ' C_cule m__ + m_PC.

f__l_m8
_ una semicircunferencia de diam, e_oAB y cen_o
O, se ubican tos puntos C y D; tal que _ y BC Resolución
se intersec_ en PN Si OP = P0 y rnCD = mBD _ _'_den m_i_ + m_ic _ x + y
se�ale  lamqAPO.

D)9oo E) 75

Re so Iuci ó n .. .. , ,. ,. :. _..: _. :_ _.. __. _,. ,._:. '. ___..____.,._.:.:_. _.__;_;.._;...._,_;___.;..._. _;.._.,_;______..._;_.._,___, ,'_. ,,_. ''_: ':. _ _,: __ _. , _. _.: :... _ _ _ ,...

,__._;_''_ ::_.. '_,...____,_____,_,._.__,.. .._____________ ___. ;_,.: __'_''____':_._,,..__.:,..',.._.,,'_.__,_,,,.____.._._.;.__::,__:_:_:::___:____ ___ _ ..___,'__.,::__,'_,_',_'_,_;:_,._,:':_,,__:__,,;,._:.:.:_.__._._ .:. ______,:_ .

o a R _' '''''__'_:^____m____y__:___:__~_____ ''_:'_'''_'''''_'___'_5_________'_g__'_'____'_____''''''''''''''''''''''''_''''''_''' ____"0__'_0' 00 Construimos el _AQ0 = _BPC
_ DQ//CP; DQ=CP=n,_
F_u_9.5l



_ __ __ o 00 Bftt _ EnA _e_l __A8_c _ ___tt__ __ ? c

CAPITUlO IX Figuras inscritas y circunscritas

_ QPCD y QP_A son romboides En el _AiM: m_VM = g
.-. PQ=AB=CD=_ y PQ//A8//CD Enel_ABC:m_AC=m_CA
luego mqAPQ = m_PAB = a y del _ 200 + g = g +x
_P_C=_Q_ _ m_Q_=m_PC=x .-. x_2oo
Como _AP_Q: es inscnptible
... x+y___8oa ____, B

;! ______D- p___g_g_

En un tnángulo rectángulo A8C, recto en B, se
m_l_m_ _ trazan la, bisect_ce, inte_o,es AM y cN que se
Dado un __gulo jsósceles ABc, en la _e _c se inte_eC_ en I. Si en BN Se UbiCa el _UntO R, t_
_i_ el p_to _nedio M. si en la regj6n inte_or se que MP // CN_ calcule m_PM.
_ica el punto R, tal que mqAPM = m_PC = 90O_
__ m_Ad = 2oo_ ha1te m_cM. A) 45^ BJ 300 C) 600
D) 75o E)530
n) 1oo B) 2oo c) _5o
D) 3oo E) 4oo Resolución

B
R_Iución _unD
P__ _
_ _X_
N __,_ 4_
'! aJ45
_, I;
Da _ _
_ 0 oa _
a _ F_u_9.59
8 _t,
__g 9oo_g_0 _0__ _den m_PM = x
A_b M b C
F__ 9.5_ 2a + 2ß = 900 _ m_IC = a + _ -- 450
Como MP // CN _ m_MI = m_IC = 450
_en m_CM = x En el _ABC: I equidis_a de los _es lados,
_ dato AB = BC = a y entonces _J es bisectri2 del _C
_ -- MC -- b Se nota que, _P_MJ es inscnptible
_ BM es altura _ m_iM= m__M _ Q50
_ _ta que _MP_C: es inscriptible .'. x = _50
r _mKPM_=m_C_=0
m_MA__go_g _',___ m0_A-
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Lu mbreras Ed itores G eomet ría
Pr__l_m88
En la F_gura mostrada, A y B son puntos de tangencia y AC // P_. Determine x
A
n)6oo CD _
BJ45o
'N---- -O
x
_ _
E) 135o B '

Resolución

A
c0 ,0
0 J'
l' 0
o,_8 ___________M___
__ _' ;_g-
__ ' __X
_' 0_0_' _
_?_g
D "
_
'B
__9.55

_denx
Sealam0iC_=0 _ m__=20y_nA_�mM_=0
_ m_OP=m_OP=0
Como AC // P0, por á�gulos  correspondien_es
_ m__P=m_CA=0
Se nota que el cuadjlátero B_OP es inscnp_ible
.'. x--900
;'__, _,_. . _..'__.:_. __,_'_._;_:_;_..___; ____: .....:._..:_.._...':.. ~_?.__. .:...._._.;.:.'':. ; ':_'. :_;.;,.;_,_?_;__'_,._:
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CAP_TULO IX figuras inscritas y circunscritas
ProDl_m89
En un triángulo ABC, se tra2a ta rnediana AM. Si mqBAM �  m_CB y rn_AC = 450, calcule m_AC.
A) I oo B) _ 5a c) 1 6o D) 22o3o' E) I 8o
Resolución

2a \_\45oM

.___,4_.O' _. __. ''_'' __:x... =Q._, ' 0'''__''''':__''___.''_:_____;____..:' .._,._.,.._____:;_.'::'_:'''!'_.:.;_;_...;__''___..._,;;__:::;__.:;:�;_.._.:.'_..._;__.;..._.._;;...;;,;...  ... .. '' ;,'' ''' ,''_.0'_____..:_..:_:_._.._.t.. a _
t2a +2a_!
_ Q_ _
F�gura9.5d
_denm_AC�x,
Pbr dato mqBAM = a y rn_C_ = a
De laF1gura9.56
EnA: m_AC�  450-a _ m_B = 450
M AC ubicamos el punto N, tal que mqAN_ = 45^ _ el DABMN es insc_p_ble
.'. _n_N=m_BN=900
Si MH -- a _ BQ = 2a (teorema de los puntos rnedios en el _Q_C)
_ABN:AQ=_Q=QN= 2a
_ el _AMN: MH = _ (notable de l 50 y 75^)
.'. x=l50

m_l_m810
Dado un cuadrado ABCD, se ubica un punto P en la región inte_or y en los lados AB, AD y CD se ubican
Ios puntos M, N y Q respectivamente, tal que mæMB = m_NA �  mæQC. Si MP = 4, NP = 7 y QP = 6,
indiquem__A.
n) 45o B) 6oo cJ 37o DJ 53o E) 54o
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lum breras Ed itores Geometría

Resolución Luego _MPH (notable de 370 y 530)
H c _ m_Hi=53
__0__ ' ....;..;_--_..,._.. a 0
.,.', _____._'._:___:'':____''3 i -
' ''_ _ "''''''__--_-___:- _: ':_p __----6---''_ ,,,_.0, :,,,-:_--:-,--,,'''
-__...,..,'',_;;'_....:.. '____''
-d'''' 4 6 a
M 0_0
En un _ángulo isósceles ABC de base AC, se
ubica el punto P en la región interior, tal que
7 mqP_C = m_CA = m_A8 (P: punto de
Brocar_) y m_BC �  37^. Indique m_AC.

A0 a0 0D A)370 B) 530 C) l6

F___9.57
Como piden m__A = x, así que proloneamos Resoluc_'�n
MPhastaL _ rn_LD=a
. p___pQ__6 _ B , ;M a ,Q J/, _>_
Prolongamos __ hasta H _ m_Hc = a _a _' .'''''.. .. '' !_ . _'._.'__''___'^_^: "_x._/_____,_____:.':_''__. _d _i' _
Se obseNa que M__P es un cuadnlátero O_'_o'_';;,_ '';_.._:::'' '''' ; ______o___:________,______"__:..:__..;. ,_''o\N_,_

Observaci_n _'''_''_''_''_''_''_''_''_''_''_''_''__'_'_'_''_''0''_'_0'_D__''"'a''''_'''''''''_''_'_''''''''_''''''''___'_'___'_0'''''"'''''_''''_'d"_oo''"'o0oo'_'_''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''_i_,.i.._.i_. .. ..;.:___:.:.;;._::._.....;;,.-__,''''___'_;; _,_''',,;,''.,,,;..._:'.... ' '' ï' _'
''___,_e, s_ en un cuadrado se cumple que a _ g _', '? _, ? '''_'_.:;'' _::____ ' n','::!' __:.. '' ;_ _' ;!
??'',,,,_o,_,, _ ML_NH ___?,''__,,_?_,, _/ '_ -_,--_--=_--------_=__=_-=_==--_--_-_-=-;_--;--_'----_ .....__''_.3__7"_-___;,J' ;
oo__________o, 0H 0 ___'____, _g/x ______'''8a___ !_ ^ _
' _ _ L _ ^ _ o ' ^ '' a _ 0---a---- ___->
_??__,?? ! ....O ;i A_20_
_''_,??'''_,, !! _. ':,.___'_,:_,:_,''_:_'_ __?'_''_,,,__,,,, _ura9.59
^______,'0_, M _-__'_-_ --'>=e.,_=''''-'''-'---_0_ ___'_,____ so__.c._tanm_Ac__
,_''__''_ O O O^'_^___0^i0,
iP''_0_,_ ?,_ _ ___'^''___,, DeldatoAB--BC
:__,,, _.,_. __,, _ D_,,,' m_Ac-_rn_cA__g
_i_,,, 0 ____ ''O'_'~" ÓB'o 0 __,,, _A8C_ 0 _ I430/2
______'____,,,,,' _F _N _'0___,,_''_,,,? _fg tra_mos___ //_c yprolongamosAP_hasta
__0_,0__0o, Flgyfa 9.S8 ________'_,,,,_,,, QUe Se in_efSeqUe COn __ en Q-
'a =,''__. _ m_QBC=mKBCA=0
_' DebldO a qUe l05 E_L y F_N SOn _,i''_i
_,_ co__entes i.'_.iii__.iii En_:x+a=0
__''^d_'"_____0'o_8_____o'_o____e0___'___oo __0_'___0____'_'__'__'__'_'___'__'__'____'__'____v__________0__0_________8______________m_0_'__''''__o _'_cm_______-____'____8__00'___0"00_____'_'0_0___'___d_ ______________v0_______ a_'_____,_,'o______________________'_'__0 _ _ABi: m__PQ = 37
aP_QC: inscnptible (m_Q_C = mqQPC �  0)
e la observaC l6n en el problema HN = Ml =
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CApíTuLO lX figuFas inscritas y circunscritas

_CQ: isósceles DALYD: inscnptible
Tra2amos CM l BQ _ m_DL �  m_HL = a
_ mqMCQ = 37^/2 y BM = MQ = a En el DALYN: inscnptible
_ _AQH: (QH _ A _ m_HN = m_N -- 90^
!, ._.x=Q50 .'.x=900' t

.,____E _

___gmg _2 Pra_l_m_ 13
' En un cuadrado ABCD, se ubican los puntos En un tnángulo rectán_ulo _C recto en B,
__ y N en BC y CD respectivamente, tal que en AB y AC se ubican los puntos M y N, tal que
C,_V _ CN. Si en el tjángulo MCD se traza la altura m_BC -- 2(m_MC) y m_MNA -- m_C__
CH, c_cule maAHN. Calcule m_MC.
- o 5o n)3oo B)q5o cJ6oo
D) 75o E) 36o
i Resolución
. Resolución

i g b M_,_c g_l
0 g 80_.._ !,a'_\

o _ ;B
__ _ _,_'0_ a ! DD
_ ,_ x _ aX ! a
' ,// MDa_x !
. ,,,_/ __.._ ;0 a

_ _--------_--*_----------- --a--c__ N !D 0
. L''t___ _t_' A_ 0___.

_0 b _==-:__ b FI'eura9.6l
i, , _ ____' ___ _ 0a^___ Pidenm_MC= x
A _ __ D ProlongaInos C_ hasta _, tal que __ = BC = a
i F_. y,096o _ M_=MC y m__C = m_C_ = 0
,_ _NM_C: es inscnptible
_. _den rn_HN __ x _ m__C = rn_MC = a
i _et_McD._nqHcM_rn_Dc_g Co _noNB=B_=BC=a _ m_NC=900
i, _ ro_on af -cH hasta L En el aNM_C
i _ b _LBc _ _cD A L A m_MC = m_NC
' OSerVa __ ...
. _2x=90^
_ _BL=CM=a
' .'. x=Q50
_ _ __ND: reCtangUlo
_. _rn_L__m_L__a c_v..E.'B_..
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Lu mbreras Ed itoree C eometría

ProDl_m_1_
En un cuadrilátero inscnptible A8CD, con diámetro en AD se traza una semicircun Ferencia tangen_e a
AB, _C y CD. Si AB = 0 y CD = b, se�ale  AD.

2ab
_-b BJ0+
0+
Resolución

_
._\a
a" _ C_
D '.\\ D ,/'
_ '_'\\ ,/_D
_ '_.'\\ ///,/
\\\\ '_'_\ ,/',/ b

2D _0 \\\\'__ ,//__ ,,/
M A a+O P b D N

FYgu_9.61
PidenAD
De la F_gura9.62
m_80 = m_O_C = a _ mqCDN _ 2a
m_CO = m_OCD = 8 _ m__ = 2_
Tr__osBP t_que
AP=BP=0 _ m_P_--mqABP=ß
DOdCP: mqOP_ = m_OC_ = ß _ el DOBCP es inscnp_ble
De lo cual: mqCP_ = rnqOBC = a
_PCD: m_CD + a= rn_CDN = 2a
_ m_CD=a
Se observa queAD = AP + P_ �  _ + b
.N.AD=_+b

cLA.n...''B
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CAPITULO IX figuras inscritas y ciicunscritas
Pro_lem815
Tenemos un tnángulo ABC recto en B, donde el punto P se ubica en la región intenor.
Si m_AC = m_%A = m_C_ = l40 yAB < BC, halle m_CA.
n) l 8o B) 1 5o c) l 6o D) 2_o E) 28o
Resolución
B
---- -;a-o---------------___________ L
76o . aD_._
_ _:'' :::::'_.'..''._.''._ .. ._/
_ _ _ _ '''''... __'_ "'':.:''"'':__' ___.::....:_:_....;._,:.:'___..'__ _.._

P_o_ 15__ '''' ''' '' _'_ ''':'_''_.:^___''' 4_ __ _'__'_'_''_:._.''''_:':__,___.',., '':'___'''''''_ . _' , ..:..::;,'__'._
_j4o ' '' ' ''''' ''__' 0 X 14O____:__::__::_:__;______\
i A ' _ ' C
e__ F_ur09._3
i. Pidenm_CA�x
iD. _no tam _ P C�  9 O ^
' _P_C:deI40y76^ _ PC=4(P_)
_. _ prolonga AP hasta que m_lC = 90^
i _ puede observar que A8lC: D inscnptible
i_.. _ m_AC=lQO
'_ Como m_LBC=m_CP= l4^ _ Bl//CP
?' Wegosetraza?
_'_,,,, L_H_p_c LH P C
i_i 4
i'? _PlC:rn_PC=ISO
,'' _APC:m_CP=lO
' .'. x=l50
,__ c___.._v_B.
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Lu m b reras Ed itores G eomet ría

P_oDlgm_ 16 Sumando (I) y (II)
BJ+ CI+AT+SD =AB + CD
es punto cualquiera de AD. Si las circunferencias Pero del rombo A8CD:
estas inscritas en los tjángulos ABM y CMD iQué AB + cD __
Lipo de cuadrilátero es BC__
_ BJ+CI+AT+SD=BC+
A) Trapecio BJ + CI + AT+ SD = BC + AT+ TS + SD
B) Inscriptible ._. BJ + c_ = Bc + Ts (___)
C) CircunscriptibIe
erOTS=PQ=
inscriptible
_lce/ ntn_co también PF = F_ y como _l = _Q
De la ngura 9.64 y de III
B C
' _ BF+FJ+C_+_F=BC+
''''' '' ,...... .'. BF+FJ+C_+_I=BC+PF+_F+_Q
.. _ Finalmente 8F + C_ = BC + _F
. F .. . _ Por lo tanto, el aBC_F es circunscjptible.

,' _ _ c_._ .....;..v. EC
i í _
M
ProDlgm_1l
Resolución E F /
n la IgUfa mOSt Cada, ABCD_F eS Un eXa_OnO
B c convexo. Dado que AB + CD + _F = lO crn,
calculeBC+D_+FA

p , f/ ' _B 0' ''_f
// ____ \__
__ ,Q _ DQ D_ .,
K J I F_OD
' .D _.
_' ,' _ .
í f
A T M S D ---
F_ura9.6_

De la Flgura9.64
BJ+CI=BK+CH (I) A)5cm B)gcm c)locm
AT + SD = AK + DH (Il) D) _ 5 cm E) 2o cm
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cApíTu Lo _x Figuras inscritas y circunscrita_

ResoIu_ón

M P

,' '.. m _ ,_ '\\r

i N f __'\ D Q

_ _

F_ur_9,65
_denBC+D_+FA
_nota:AJI=AN�m
CP=CQ--n
__=_r= _
_ O _N_ ___ O_Q (ANl_A_)
_ N_=Qd
.'. AB+m_BC+n (l)
._ogamenteP_=Dl
.'. DC+n__D+_ (ll)
TambiénFM_FT
._. AF+m__F+_ (lIl)



_p__tx__o__x____________________r_ _|gmt8__g _ _ __ _lJll D_____________0___0___ ______0____0_____00____t______________o_____ sDuamtoDasAn____d__oc_AD(B_)__+yD_p(6B___)___ 6_6 ___

lumbreras Ed itores C eometría

De (I), (II) y (Ill): ordenando convenientemente Resolución
y sumando
D
AB+m+DC+ _+_F+ Q=BC+n+_D +_ _ . ...........................,,,.0
+AF + m ,_. ,_.._:___..._..___.____,:__,_:'________;____ '_____;'_;______~:__;__':'':.'______:____":.;'_ __''';''_,'',:,'''_..''.,_''_:,_.;:'_:'':''_._'::''','''''''''''''''''''''''''_','_:__ ________,__.___
AB + CD +_F=BC +_D +AF ,' .._
.'. BC+_D+AF=lOcm _
J '_
_
..,i.i__i_i'_'_'_'_'_i''''_'_'_''_'_''''_'_''_____! 'iii''i"__"'_'''_i''_'_''_'''_'_''_'_'_'_'__"_''__ii'_i'i_i_'i'"ii_ ____'ii_ii^'_'_'_'__'___'_i_|_?'!_|_'''_'_''__|_'_'_'_''_i_i'''_'__i_'___._ii,.,_.., fJ __
'_.____ii __i''.i,.'_.'_ i.i.... __i._. i'_.'_ _l_d_'___-._d,'g,_.,___'___'__,.__i_____.,...,__'_..;.;0.___i'__ii__....',=0_ i0_,_.0'''____,i__n,_,i'__'''..__ii_ ,._ ',_.i _.i'_.,,__, __M_s___''v'''___m________M__x-__ ____x__x__-__-______'_____''____,0,, M '
'' '' '''''''''''"''P__'_,,''''''''''^''_''P''''_''''''''-'' 'i''_'^'0 ^--_'i_' ''O"'_' ^' ''''''''''''''''''-"'_'-'' "^^'d '___"_d_" ''d d'''''''''''"d'_''d _''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''d''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''"_'''''' __'__^^^'_, _ 0 ;. ' ''
'_____^^''_,,,, _ Dado que ABCDEF es un exágono cir- ______'_,0, R N L S A B
:^^'___^^_ cunscnto a una circun Ferencia, se cumple _,_ ta + -2_4t0_
'__'__ que AB+CD+_F=BC+ED+A_ ____o
__^o_, 8___ F_Yf09.
___,_o,oo ' Sl en Un eXa_OnO COnVeXO ABCD_F Se ,_v
''^'_ cumpleque ' _'_o^_o,:
___ AB+CD+EF�BC+ED+_,entonces  __,g_'
___ el exágono no necesanamente es ___'_ Piden f_
_,,,D? :. c ._ rcu nsc r._pt ._b_ e ____; ' :
"-__''_''''__'''v_ _'"' '__'__'"_'_ ' ' ' '__'_''_' '''_'__'__''m_ _ ___ _ ________-____ _'-__ _"__'_-'_'__' ___'_"_ __' _'__'a'__ _ J___ ''_-_' __ ___'__>'_'__'___'o_ _w_%_'_ '_ 0_'_ ' __ _ '_'_ "o'_"'
SeaAB�a_DA=a+6
..C_�_  C. Se traza CSlDA y se nota _CSD =_DAB (A.L.A.)
_ DS=AB=a;SA=6
Como CSAR es un rectángulo: CR = SA = 6
CS=DA�a  +6,'RA=_+6
Segú�  la FIgUra, M, N, P, Q, S, T y Y SO_ _untOS de _ Rl = a + 2
tangencia. Si CD = DB, LA = 4 y DA = AB + 6, _ CRL: Teorema de ioncelet
halle r. 6 +a + 2 = cl + 2r (_J
a CDdL: Teorema de Pitot
H 0, Cl+_�  Q+ 4+ a (Il)
C ,
J' 8=4+_
_ T ._. r=2

''i'''''.__...n.n. ... . ':;;..;,_,D
rJ '0o
M _
_ . 0 PrO_l_m_19
NL S AB
En ta f_gura mostrada, ABCD es un cuadrado
de lado 3(_-1) cm y MNQ es un tria/ngulo
A) 1 B)4 c)3 equ.__a,
D) 2 E) 5 inradios de los triángulos MBN y QcN. (BN _ Nc)
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CApíTuLO _x figuFas inscritas y circunscrita_

B N c En el ,NCQ del Teorema de _ Poncelet
0 0 c+d= 2rn+W (_I)
2
Sumando (I)y (I_)
a+b+ C td= 4+ 2(r( +fj)
a+d+ _ �  4+ 2(r( +r_J (IIIJ
Luego en el _MNQ, tra_amos NP l MQ
_MP=PQ=m
Así los cuadnláteros M%NP y QCNP son
inscnptibIes
Q _ m__N=m_MN=60^y
m_CN=m_QN= 60^
? 0 D Por lo tanto, el triángulo P_C es equilátero de
lado_ _ PHlBC
nJo,5 B)_ cJ_ a+d e_
PerO en el a MBCQ_ PH �  -2 -- -2
D) -_ EJl _ 0+d____
.o,n luegoen III
e+__ =4+2(r_ +r2)
tb+e_ _ (_+ _) _ 4 + 2(,_ + ,,)
B NH C
__ _ _,__ m_\_,q m_ 0 _ , _ 3(_-I)
_,mm__ ,/____\ !, t 'n m _ 6�4+2(f1+f2)
n'____y_ , ____ > ! _ j .'. r( _ r2= l
_m,, ;,_v/_?_^ ; ; _2 __
_ _ _ _c _ __ Mq_ __, 4 _ , , _h q_ ; ! , _
__,_____ ! '_^_e____
_;_,x_,____v^m _;__,_ ',. ? ______,n,_v_xn' ____
__.______\_,_,v,,;_c_,____ '., ; ______'__; _
;_____________~9_____ " ',, ; ,_
_s__________ "_!.; /_
K_?_;, ,___^ __ ; ; ,' Las diagonales de un cuadnlátero insc_ptible
_-'_-_x_^ '_'! _ se intersecan perpendicul_mente en H. Si las
__ '__;,! ,, 600_ ,o ecc_.
__6_ m_m en fo,m, consec,t,.,a ,e ,.,cho cu,dn._a/
0 0 D son los puntos A, B, C y D respectivamente, el
cuad_láteroABCDes

F_u_ 9.67 A) _nscnptible
_ ll + f2 B) exinscriptjble
_ d _ M_N del teore Ena de V. Poncelet C) solo circunscnptible
0 + b " v2En + _1 (I) D) biCént_CO
2 E)alabeado

381



_NBHl__t_tl_lltAl1_/t_1_)_\\g\\____t__t_ttttfttfftftt_______t______//),_, JrJ,lr_J_l__|t E_g_ntog_n4ces_p_ 4_u4a?________/__y_v___\____\0_3t______D__\_q__tQ____t\_\y__,__g____q_uvt___,__n_________t__________tD_L|0_y_ 2g_ll_tlll__l11ll_ _ ____3__

Lumbreras Ed ito res G eometría

ResoIución Resolución
Sea el cuadrilátero MNPQ un cuadrilátero
inscjptible de diagonales pemendiculares que % '
se '_nte_secan en H. 0'll
_ -_- - - - - - - - -;__\ B _o 'l_ ,_''

_, _g _ \\\\_ ''_,_,, p ;'_l' ';,

/ ;t a,,c '_ _''_''Y_,___ '' '. i;
,; A,0,0_______ :_ ,__-'"'_a _. _;___,,,_,_/0 , / __ ;

_o0 __ ' a_/ A4__8 _x00 C
M'\\ D ,/Q '_-___ '__:

F_ur_9.68
F_yr09.69
Si rn_NQ=0
, a ;nscnpt__b_e _ ,n__-_ g De la Flgura 9.69, P y Q son proyecciones
como NpQM; D _nscript_b_e o_ogonales de S sobre BC y AC respectivamente
_ m_M4 = m_YQ = g y D_ es la proyección de AB sobre PQ y _Q // BH
luego AH bisectriz del < BAD p
Ana/_ogamente se deduce que Entonces piden
BtH' b''eC'_2 q _C aiscQ: inscnp_ble _ mq Qic = mq4sc = 8
C_H_ biSeCtnZ q BCD Lue o _n_c __2g _ B, H L son coljneales
DH_ biSeCt_Z q CDA m_cAl __ g (án ulo inscnlo)
Por teoría_CD es acircunsc_Ptible. D_4L. _,nscn_pt_,b_e ,
De la Flgura, a + 0 = 90^ _ 2a + 20 = l800. _sto _ maQH_ __ m_QAL __ g
quiere decir que A_CD es D inscjptible, por lo
tanto, ABCD resulta bicéntnco. p- // B-y _ BH _
C__ _ _ _BpQ_._ fomboide, con lo cual p4=BH
_ra__em_11 ,'_ _D_ --
_ un _á�guloABC,  las proyecciones o_ogon_es ,,m _,,,,,_.,,_,,n_, ,_,,,_,,_,_,,_,_,_,_?,,,,, ,__,,,_,,_,_u ,,,,_,,n_,,q,,,,,, ,,,m,,,,,_,_?,_,.__,_,, ,,,__m_
e Un pUntO de la ClrCUnferenCla ClrCUnSC_ta ,, ___^_'__,_ _,O,_,,,_,,_?,,._,_,__5___, ',___5 __'_"_ _5__,__,,,_ _,.'_?__,____q_?,,____,.,__,__,.,, _ ___%,?__-____M________,''_:';_____,_,__,__,,_^,________m,~____m__,__,,^ ' '_' _,,' ', ' __?_;,,_%__n_'_',_ ____,__�q_,
sobre los lados BC y AC son los puntos P y Q _n ^ "_" '_'_____ ""__^ - ~'--" _^ _^"^_^~_--^__ __

PQ y de la proyección o_ogona1 det AB sobre PQ. u, respecto del punto S de la circun Ferencia _.
_ A)o,5 BJo,25 c)o,3
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CAPITUlO lX figuras inscritas y circunscritas

Pro_l_m_22
En la flgufa, ABCD es Un rombojde y m__C = _n__C. P
rn_P_
alCUle
_ m_CP_
AJ 2
B)4 B c
c) I
D)3
E) 5
A D
i
Resolución
_am__C=m_DC=a
_y a
In_P_ x
en = -
m_CP0 y _
n m

__,_/ _
B_a C _-__q,,/

tn'_'t__''_X /,m/'

a __-'' a //'
t_" a ,/

__" a
A D
F_ura9.70

Construimos el paralelogramo DCP_ _ CP = D_ = m, P_ = CD = a
._m_ P_ // DC // AB _ ABP_ es un _alelograrno, _r eso AE -- dP = n
_ ob_rva _ BCP _- _AD_ (L.L.L.)
_ m_AD_m__C�a  ym_PC�m_D=x+_
_P_: m_P_ = m_DC = a _ el cuadr_átero AD_P es inscjptible (m_A_ �  m_P_)
Propiedad del cuadrilátero inscjptibIe m_D = m__D
_+y=x+ ß
_ y=x
m__
rn_CP_
c_n_
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Lu m breras Ed itores GeOmet fía

_ro0lem_23 '_
En la f_gura, PM = MQ. Si BQ = a, determine æ

A)2a '\
BJa_ __
C)a_ '
D)a O
E)a/2

0

Resolución

/_O'' _ ''_
///C _ _ _ _!
/' �  !,

_

a
a
__
_
a _, a
\\' ^ _ 0 _ a
__ ---- _
a
_ ,__ _ x \ _ m m
_ , _____h_? m?_ , _,_
__' _ "' ^'__n_:'_ a n_ _
x _pb,b __ _

_ F_u_9.1l
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CAiíTULO IX figuras inscritas y circunscritas

PidenAP=x Re_olución
Se traza FH y _G perpendiculares a OM, entonces
C
fH//_C//AB _ _ __
'b'..::_..,í '__
_r lo tanto, P; HyG son colineales y H y P __. '''__,__.____.::__. :í ...._....,..,.._..,
'''' ^'' ''';_'''';'''' '' . ....._''__
SOn lOS Slmet_COS de F y Q reS_eCtO a , . '' '' . '.............:'',_." _ ..:,'_''''_'.';:.,...:_..;.;::._;.;:.:'.m_;..,.;__..._..._._....
'__,._____.._.__.__,._;____:_,'_,' ''''' , ,,.'__^___^__ _. ___'' :_,_',.__,'_'''_.'\__:_:.,;_':.._._'
'' .. .___.______,:~ , o ,_.,____,,_:__:_;,,_____;,___a__/'___,_,_,,a00,''.n_,,__'0_o_'''''_'___'' ''_'''''''_'0_____:''' H
__B // c_ ' .__::,____._' ,, x ............,....,..,.,..._.___,_._.._;,._.4;......_,._...,.......:..,;,,_.,,;..,__,,,_,_,,_a,,__%,'____,:o_m''''^'''''_'o _' �

'''''_' m_,,,,.',._.._.,_____,,,.,__'''OM
�  m_ = ..,m,0_,, _m_,__..,,_,,._,,,,.,.,v._..,,;.?;,__;,,,,,,,g_,__,,,______,____________';_'_,,_i_.,_.__._,:.'_.__,,,_,,'_.,__':_'
A''_^^ b__'F ' D
_ m_DH�m_GH=�  ,_
_HP: es inscjptible (m_PH = m_D_ '
_ m_HP�rn_DP=a
U_
En el _apecio isósceles PHFQ

m_QB = In_PA = _ _den m_C=x

_A_P __ _BFQ (A_L_A,) sean AB = a y Bc _ b, entonces c_ = a y AF = b
_ _=QB= a EnA8cD;a+ g= _8oo
:. X=_

.... .. . _ _HM_ _ _AMF (L.A.L.)

.._,.,.,._._. . _,_,_;: .;:._. :____.;_ _'____:_." _ .._:__?._.: ___ _: '_ ' _ ''_;_'. _... .
_H=AF=b
adernás_H //AF
mil_m81_
m__H=m_DA=a
En un cuadjlátero inscnptible ABCD, donde
En_:rn_C_H=0
._ > BC y CD > AB, en AD y CD se ubican los
_cH___ABc (L.A.L.J
puntos F y _ respectivarnente, tal que AF = BC
. c_ __ AB s__ M es punto med__o de __F calcule _ CH = AC = e
m_c. _el_ACH:AC--CX= e y AM�MH=m

-. x=900
n)6oo B)45o c)9oo
D) 75o E) 35o ___':,__:_':'_:._.:_'_,'_''_!.'',_''_!.._,:_.._;_.,.__,__g_.o;_..__._.._._____:,__...,.:::.____.__;__;_.._:v.,__.:_;_,..;:__...__...!..._...:__,'''__..._,'_._,
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rob l em a s Q ecreati_os _

l. El marco de _n8yor pe_me_o
Un caminlero desea cons_ir un _narco de madera de Forma cua dra da, que tenga la m _ ima
longitud (mayor contorno o perímetro) para una fotograFía cuadrada de Iado _. S i un v ért ice de la
Folograf_a debe ir clavado en un lado del marco (ver Flgura), _qué long itu d de be tener e l la do de l
marco y en qué posición deben clavarse los vé_ices de la fotogra _a ?

'_ _ __ _ _ _' _ ', _, __ _K_ / ~mn. __,,;___ __ __ _ ___'_ W '_ _
__ /V_____'_'v_

un cuadrado en olro de longitud _. _ra en _a F_g,ra
resolverlo lo pod_amos mantener al __
circunscnto __jo y el inscnlo vanable. _le
último debe tener el mínimo pe�metro.  , 2 2

0 o 0
, a c2=a_--__ +-_2

c b _to sucede cuando el v�_ce  de la roto

0 b O , 0 b_ayc=a _=b,.como _=a+ b,s ien do
t _ _ c = l , el pe_rnetro máximo de l m_co ser _ 4 _ .



__sD_N) 8soo __ _o p_E) 5oo __ / / ___AT__x _ / 2

0
iOblem_S fO 0 Ue_tOS.

I_ Enla Flgura,P,Qy Tsonpuntosdetangencia. 44 Desde un punto P exterior a una
SimPT = I400,calculex. circunferencia _, se tra2an las tangentes
P_ y PC. (D y C, puntos de tangencia). Si en
_ se ubica el punto A y en AD se ubica el
_ punto B, tal que AB = BC y la m_AC = 50^,
determine rn__C (A _ al Inayor arco CD)
O
__ \_\\\ A) 5oo B) 4oo cJ 8oo
'\\ D)6oo EJ65o
x
T _. En un cuadrado ABCD, M es punto medio
. de BC y en AD se ubica el punto N tal que
A) 45o B) 7oo c) 4oo DN = 3(_ , Si DM Y CN se intersecan en 4,
calculem_QN.

t. Dado un cuadrado ABcD, en _c y _D se A) l8030' B) 26030' C) I50
ub_can los punto, p y M, t,l que AM_ y _p se D) I 2030' E) l 4^
intersecan pemendicularmente en Q.
6. Calcule x, si AM = M%. Considere que _, A, B
l PC = CQ, halle m_CQ.
y C son puntos de tangencia.
n) 18o BJ 22o3o' c) 18o3o'
D)3oo E) 26o3o' __
0____
_ En la f_gura, T es punto de tangencia. o 2 C
Si rn lQT = 4(m_S) y m_TS = 40O, /'
/ _B
señ_ex. 3 /'
/' M
l
D x Q
08 p A) 37^ B) 530 CJ I_0
a 00
0 D)230 EJ l4^

7. _un_áJquloA8C,AC�4  y A8+BC=8.
'' Si m_BC -- 53^, halle el inradio del __ángulo
ABC.

AJ 400 B) 800 C) 700 A) l B) 1 ,2 c) 1 ,5
D)35o E) 2oo D) I,6 E) 1,8
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Lumbreras Ed itores G eom etría

8. En un cuadnIátero ABCD circunscrito l l. En un trapezoide simétnco ABCD,
a una circunferencia, AB=g_, Bc=4, m_BC=m_DC=l O O ^. S ien B Dseu b ica
_ 53o y m_Bc _ goo _nd._que cD e l pun t o _, t al q u e m _ vD = 2 ( m _) = 4 O ^,
calcule la medida del ángulo determinado
porA_yC_,
n)4 B)6 c)5
D) 8 E) 4 _ A) 2oo B) 3oo c) 4o

9. En la f_gura, calcule a.
l2. En un cuadjlátero ABCD, m_AD = 90^,
mqBAC = 2(m_DC). Si en la prolongación
de BC se ubica el punto _
, m_CD �  mABD = x, senale el valor de x.

o a a0
-_____ l3. Dado ABC un triángulo inscnto en una
' _. __ circun Ferencia %_ y se ubican los puntos P y
__ Q respectivarnente , tal que PQ es tangente a
ta circun Ferencia inscnta en el tjángulo ABC
y secante aAB yBC enMyN. Si mP_ = mB Q,
calcule la medida del ángulo dete_inado
or los segmentos que unen los puntos
de tangencia de los lados opuestos del
n) 9oo BJ looo C) l loO cuadn.la/_e,o c_.,cunscn.t
D) 12oo E) 1o8

IO. _ un tnángulo A8C, se traza la altura BH. D) 900 E) 72
Dado que M y N son las proyecciones de H
_cy_B ,espec__v_nente adem_/ py I_. Dado un cuadrado ABCD, BC y CD se
.ones de N M sobre -Bc u b ic_ los p u n t o s M y N, t a l q u e AM y An -
- intersecanBD enPyQ respectivamente. S i O
AB respectivamente, calcule la rnedida del . ' o
ángUlO deterrninadO POr PQ Y BH_ ;,di ue _a m_o.

A) 45o B) 72o c) 9oo nJ 9oo B) 6oo c) _ 35
D) _ 2oo E) 6oo D) 67030' E) 75
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GAPíTULO IX figuras inscritas y circun_ritas

l_. Dado un triángulo isósceles ABC l8_ la recta de Simson correspondiente a un
(A8 = BCJ, en la regjón jnterior se ubica el punto P de la circun Ferencia circunsc_ta a
untop, ta_ que m_AB -_ m__c -_ m_cA. un t_ánguto de o_ocentro H interseca a HP
. m_c _ 2go ca_cu_e m_Ac en M. Calcule _M/_P
nJo,6 B)o,7 c)o_5
A) 370 B) 28^ C) 620 D) 2 E) _
D)31o E) 53o
l9. Calcule la medida del ángulo formado por
las rectas de Simson trazadas desde los
li _ la F_gura rnostrada_ _ t CD -- l 5; BC -- 7; puntos P y Q de la circunferencia circunscj_a
Ar = 20 y r, = 8. C_cule el inradio del a un t_á�gulo.  Considere que PQ y el radio
_'ángulo AcD, si M, N, p y r son puntos de de diCha CirCu_ferencia presentan igual
__a longitud.
n) 15o B)3oo c)45o
r D)6oo E) 75o
g 20. Según la flgura, AP = P_. Indique m_CP_
\ \ \__

_ 0, '' .

A) 1 B) 1,5 c)2
D) 1,2 E) 3
A p B
M. _ ta base AC de un tnángulo isósceles ABC
_.- en la región intejor se ubican los puntos M ,'
_. - P respectivamente. ,,'
_ m__ " m_CA_ h_e m_M + m_PC t'

A) _ooo B) _35o c) _5oo A) 6oo B) 7oo c) 75o
D) _8_ E) 24oo DJ 85^ E) 90O







______t_fucG__cuoms ap___nlet_nencl Nl p_d _u_ nttnoot_ s_ta___________qb________x____w_________?______m9g_______x_______________s___________u___0r____________________xu__^e_______y?_?__4_vx_____/____qN_x_t ?tr_3_9m__

_,_^_'_t__,t '^__, ____G_5_^,__00 ,_ _/_//n_/_'/_i_,, _ %_ ^_;,__________ ___,_^__:,______^___

__,K_____ ;___;_ _:'________?_ _, ___'_,____
___ ,_,__,_, ______,,_'y,, ,__ __\n___ v__,_"_,___
'" ___"^ _''__V_'"9 _ "___''_'''"~

OBImVOS _
_ Conoce_ Ias prop_des de las _t_ notables.
_ Resolver problemas u6l-_d0_ I_ concepto5 y prop�eda_es  de los puntos natable_.
_ Conocer los __los espe�i_e_  asocî_dos a los p_tos no_bles y sus pr_piedade_
respectNas_
_ ld_n_F__ y ha1lar Ios puntos notables de lo_ _l_gano_.

__oDucc__M
En la naturaleza podemos apreciar, la concurrencia
_ _gun0s j_s peque�os  en un punto, la concentración _ _? _,, _ _
__0_ ____S
er2as que aCtÚan SObre un CUemo en reposo o la _ _ _ __ _ __ _ __U_
,\ _ _, _ __,, _ _ _ __ _? _ _ _ __? _, _ __ _ _ __ _ _L _ a _ ? _ ? _ _ _?_ ^ _ _ _ _, _ _ _ _ _c
_CUffe_CledelOSfayOSSOlareSfeneJad05enUneS_elO _ '-_,__,?__o_"____,_?L_ __ _'_____, _' _____^
/___co - ________'_ ___'_n_?____ __?__? _ ,'5_- 5m___'_'^'_
N _ _ _M_,_,_^____ ^ n __?_ ^_^_ _ __ _, ^ _ ___? _ _ _'?ny __
,,____ , ___? _?____"__ __ ,, __>__'n'_Y_?V_
eOmetnCamente, e pUntO e COnCUffenCla eS n__? ___,_ ?_________v?^ v, _?_q__> __?_M_vM__nq_'V
_ pun_o com_n de t,e, o m_s l;ne,s; y not,mos en ^ _' ' _ __;_ ____,______ _ _v_;_y _x_;__;,_,_ __, _ ____?,_,,_? __ j,_ __, _;v_ __w_ _,_ ^ ^ _e;__ ___, : _^ _ ? S_ __
_Fes que la concuFFencia de Fue_zas o __-_______ ______c __ ____ ____m _^___" ,=_ _?____-n,__'?_ _ '__?_m___________ ____ '_^,_?__-c___ __4,Tm; __;'_; __q,_m____>,_
_erta, prop__edades que son de ba,tante __ ___ _ _ _ __ _ ___ _ ___ ' _ _ ,,v_; ^_ _ ' _ _ _ __ _ ___ __?___ _ _?, __ _ __. __,,/_ _ _ _ _ _ _ _ _ __c, _ _, _ ^? _ _____
_d p_a la humanidad y de alli lo importante de su _ ''_ ___ ;_;/__' _J,s,_ _ __,_ ___, ___ e_ ,_. _ ' m_h _',
_Ot eS aSí C0mO en Cle_aS nl_UfaS _eOmétnCaS COrnO Es imporfante conocer eJ punto donde se concentron
d _- _ ulo y el cuad_látero_ la concu_encja de cje_es Ios fuerz0s en lo eslructuro de un _uente _oro que este
. se encuentre en equiIibrio.
nOtableS de Una mISma eS_eCle O Una mlSma
permite conocer otras propiedades en
_F_guras.
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Lu m _ reras Ed ito res G eomet ría

PUN_0tNO_AB_Et _

Son aquellos _unEos de concurrencia de como; _Qpc//_s),_Np_///_sentoncesp_sces
/neas notables de una misma caracter/_sticaI
_ Un ßaralelO_raInO, pOr lO taniO, Sus dlagonales se
bisecan.
Er_ todo triángulo sus tres medianas son _ PM=MS y BM_MC
concurrentes. . _M. med__ana del _ABc ,elat__va a _c
B _ _ -
'_ con lo cual queda demostrado que AM, BN y CQ
'l son medianas concurrentes en P.

Q _ M
' - _. _ '_'P/ _ _ _ '
//-'' _t '''__. Es el punto de concurrencia de las tres
_ / ' ' 'l _ ' _ - _ medianas de un tjángulo.
A' N _, ''C
_gu,, Jo.J Teorema
El bajcentro divide a cada una de las medianas
Enel__C: _ ,d ,
en a raZOn e dOS a UnO deSde el VertlCe.
&M, BN y CQ: son medianas Felativas a BCJ AC y
_ respectivamente. _ G. b,n_
_ AM, B_N )' CQ SOn COnCUrrenteS en P. la región A8C

_emoslración Q .M
B G

C :__/'':_:'"_ '' ' '
':_:.':_.::__::.':_.._a ''__,S A. .___.__
_. _''___;___'''''_''': M_,__!_ N
'_/_._''/m''' . _
____ '_____'4' ... _ j_ F�gura  JO.3

_-/_ t ________' GA CB CC
' C EntonCeS _�-�-=2.
GM CN GQ
Figur_ l 0_ Dem os_,,,.o_
Sean BN y CQ medianas del _ ABC que se B
jntersecan eni. __'tn_ 24
'__Jt
_ AN=NCyAQ=Q_ ' _ ' , '-.___
- _ M__' '
ue_O prOlOn_amOS ,4P haSta S. 9 _ _ ... .:'_'''' __
talqueAP=PS. 0 _,_ __. ''__:...,..,....: ..._._2n
Del teorema de los puntos medios __ _ ' ' A . _ _
-4p//B-s A' '_'''''''''''''''''' N '_''__''''"_C
_ACS:_JP//CS F,

( l) N referimo_ a líneas de una m1sma cara_ejstica queremos indicar por ejemplo que todas t!enen que ser medianas.
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CAPíTULO X Puntos notabIes

_an BN y CQ medianas del _A_C que se g
intersecanenG. :
_AN=NCyBQ=QA s ;,/
Luego p,olonga_nos _G hasta R, lal que Gp -_ AG. ' /�_  ?M\
_ En eI _ABP del teorema de los puntos ,,' ; ''__
__ Bp ,/ !! "_
rnedlOS,CQ//_P y GQ=_=4. ,' ! -'__
A ' C
_álogamente en el _APC, F_u_ Jo.s

-pc PC Enel_ABC:
YGN--_2 --__
AP, BQ y CS: son alturas relativas a BC, AC y AB
_M--- _ '__ __-// -_-_\___ ____"___?___^ ,
=',,_;,,;_-/__j-,,',,n_/___, ' __'__ ', ;w\ , _'_-_;i-_;;_'_____ - _ _ ___m __ resßeCtlVamente.
M_J'___?, _?__" _ , ;_,n,,J:_;;n ;''Y'_ __'_:__, ;,,__/__/__________
_,______,_",_ __^____ _ ;','?5_,____' ___;,___,_,,N _Y______'
___ _?^' _ 5, ___,,' __ _ u _?___ ;;__ '_'_:n_m__ ,, , _______' ;_'
,/,,;,;,, ',__-___c___,__?_______;_ _ '^ ' - _;__,_?,____^ _ Demos__ción
;-=-= -./ _'-_, _, ;,=,-_;-"_'_>___,,,/,,/,,- ' '_'_'____,'___; En el _A8C _os las _hu_ AP y C5 que se
_---= :_,/-,; _________"_ ,__',;/-;/,,,,____,=;:;,,__;_ ,_ inte_ec0enM.
' ' : ' ; : ' :4, ; ' _4 ; _' ', _, ',, n_ '_ ' _' _4 _ ' ' S _ ' _ ? _ \ _ _v _ _ ?,,,_ _ _ _? _, ;_ _ _;_
___?XJ____ ' )_s___,_en\ ,x__,_';_,_"',__,,,!_ __t __,_,/;
_,%___^,', ^ __'_\_"___ n?____,___?'__, ___^_,_ ~Y_,y
,__,,_,_,_,, ,_ s'4____v , ,_,__\_;_v ,_,,__,____
',,,"" ,_,__' \ , ',___,_,____n__,_,,,, '___'___?______
_, _m____\''.-;:;-_._,-__,-,,_,-_;_,--,_/-,,;:_-_',__ ,:__,___?___ _ '' ___, ______'_? _,:__n___ ^ a_ P
_______m____ ___n_,__;-'-,_-----_-\-__K__,______-___-~--_---'___________/____;_;y_ ^ m._ _ , ,,_, ,O
En eJ d_orte de Ios "Alos deIto'' Io posici�n  s 0_ ' / !,
deI pi Ioto tiene que roincidir con eI centroide O !
de este gran cometa poro poder _Ioneor !
y trons_ortorse _or los corriente de oire :
descendente. ;

__ __ ;0 a
Como BP//GC y PC//BG entonces GBPC es un A
pafalel O_ra_nO de lO CUal Se COnCIUye qUe GP y F_g_ra lo.d
BC se bisecan en M. Por lo que AM es mediana. L
Ue_O tC_amOS a CeManaBQ_ tal qUe M__Q.
_í también GC = BP = 2q y CB = PC = 2n. _ _ el aAspc; insc_p__b_e,
_ BC = 2(GN)_ CC = 2(CQ) y m_PA �  m_CA = a.
_ En el _MS_P: inscriptible,
_blenAC=GP=m y GM=MP=m
maS%M=m_PM�a.
_ AC = 2(CM) Luego e, la f,gu,, _o.6, D4BscQ..
GA GB CC 9oo+a=g+a
GM-_GN-_cQ- . g__goo

Entonces BQ es altura por lo tanto las tres alt_ras
eOrema
laS tfeS _lUraS de Un l_Ó_UlO O SUS feSpeCliVaS Análogamente se demuestra cu_do un t___ul_
prolongaciones son concurrentes. es obtus_gulo.
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oR_otEN1Ro ___
Es el punto de concurrencia de las alturas de un t_ángulo o sus respectivas prolongaciones.
B
P
S, 0 s_ _, B_e y _s son alturas del _ABc.
" _ H e5 ortocentro del tn_ngulo ABC.

A Q c

F_gur0 lO.1
nABC: Como es acutángulo, el ortocentro está en la reeión intema del t_ángulo.
_ Si un triángulo es rectan_ gu1o_ el ortocentro coincide con el vértice del ángulo recto.
_ Si un tnáneulo es obtu�ángulo,  el o_ocentro está en la región externa del _ángulo.
H
_,\

\\_H , _ ç ,,__
!_ ,___!,_0 \\

_ J' __ '" __'__m_ v_n_'_ \\
A ^ c A _ _C
qABC:recto _C: obtuso
(_) (b)
F_u_ lO.8
_____?_. ___? ,,?,__ ____, ,vM\,__,_ , _, _______, ______?_?__; __,_,_s ,_?__9, _m,n ,'0%_q______?_, ,_J__ ,__M___,___,' ___%_5_ ,_ ,n_" _a,___,,_;, ,,,,, ____'__'___,_;,_'_? , , _, ____,,__n _'_ _,n_ ,,_, ,
__, ___c_ ______a__,__________ ______;___'_ _ _c_______%w,__________ ____,_,M___,;V_,_;" m_MJ_,__,,,____,m_,_^____ '_____'____'_m,___v_,__,_ _,_;:_-^______q_Jm__'__,__'' __;,,?__,',;n;_'__,___?__;
_ _ _ _ ?c __ _ _ __ _ __vx_ _ ?_n _ __ - ___m _ _ _ _ _ __-_ _ n - ^_n__ _ _ _ m_ _ ~_ _ "n n m __ ' '_ ^_ _ __mn_ Nn_ _ _ ^ ___ ' _ ___ _ ' 'nm_ __ _x _ " "__
B_ _ B2
Dado un tn_neulo A8C en donde A y C ;'_ \ \ \ ; / / /; ;
permanecen f_jos y el ve_ice B se despl_a ;, _ \\\ ; /// ,; ;, ?
___ para1elamente a la AC los ortocentros de los !; _ \ \ = / / / / ,' !_
_ tn_ngulosA8cdesccibenunapacábo_a '_ _ ò_ :' 0 _ :'
_ _ ' __ '' __a , !
:o_ocen_odel_ABC. ; '_ //_/_:!?,\-'_\'tt ,J ;!
w__, H_:ortocen_odel_AB_C. _ '_ /__,,--'' _ '---_.._'_ ,' _ '
_~ H2: ortocentro del _AB2C. _ _ ------ ,, _
_ __ A_.. ___-.--_--'- ,,,'C '___ ;
Hl!__''''''''. _' ''_Hi;
'_, _ '__ ;
__ ,' 'NN__ '_ : __
__ y ,' _'__.-___; _,_,
2 ' --'N'H2

_ p_ábola ;,
__ __ _ F_u_lO._9 ____;
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CAPíTULO X Puntos notabIes

Teorema l N CEN_RO _ l _
En todo tnÓ_ulo las bisectrices intenores Son Es el centro de la circunferencia jnscnta en
concu rre nte s. un t_án_ul o.

__ /M ,r

_ / / / /S '__ ' - - - _ - _ _ _ A c_
/ / _ ' N' N _ c F_' u__ lo.la
N sea rg _, c;,cunfe,enc;, ;n,,nt
F_ur^ lO.lO J.
Enet_ABC: _ J:._
Sea AM, BN y CQ: bisectjces intenores, relativas
aBCtACY_reSPeCtlVamente_ En todo t_ángulo, las bjsectnces jnte_ores
- _N y _Q so, concur,e,tes en s concurren en el incentro.

, O? SeaJel jncen_o
emOSlr_C_O_ _ß
-_ /// _ las bi_ectrices
_^_ p j_ interiores del
a _ ,__ _c_c_n

// &! , Demostración
A J ' C aD,
_D
_~r^lO'll o o M
ea S el punto de intersección de las bisectnces Q _ _ _ _,, ;,,
BNyCQ. ,0_
_ Del teore_na de la bisec_z a d__
oa 0_ 00

f cs; sp=__d (Il) F.
De (l) Y (II)N SK"-_--d _ el _ABc t,_amos l,, b;,ectnces ;nten_o,e,
_ Los _ángulos _ y _S son congruentes AMt BN y CQ que se intersecan en P.
(L_L_L_) Y como P equidista de los tres lados y es_
.N. a=_ en la región interna con centro en P y radio
- d _azamos una circunferencia _ue viene a
OprUebaqueASeSUna_OrClOnd_elablSeCtrlZ . n __a _,n _
inte_Or del __C tr_da deSde A (__ co,clu e ue p es e_ cent,o de l, c;,,,nferenc;,
' _r lo t_to, queda demost,ado que las lres inscnta, y de esta manera resulta incentro del
bisectnces intenores son concurrentes en S. __C.
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Teorema EXC_ N7RO (E)
En todo tnángulo, Ias bisect_ces extejores
trazadas de dos vé_ices y la bjsectn2 intenof Es el centro de la circun Ferencia exinscnta
tra2ada del tercer vé_ice, concuffen en un en Un tnán_UlO.
punto. \ \ \

__\B % \__B
i___-_-_--_-^-- _ /,_

'_a '''-_0 . -- - - - - -- _
__________ B --_c A ,
A
Yf0 lO.
(a) _
circunferencia ex inscjta al _ABC relativa
Se_ AP y BP bisec_ces extenores _azadas desde
alIadOAB.
y B y CM bisec_z intenor _a2a. da desde C. _.
AP, BP y CMsonconcurrentesenP.
_ _: eXCentrO del _ABC CelatlVO al _adO AB,
Demoslr0ción
En el triángulo ABc tra2amos las bjsect_ces ^ _ ____a_ _ Ó_ _"0a__~ 'V0'_~"_~,~__'^'v"'^''^''^''^'o^'''^^'^'^''^''^'__,"o'"^o'^''i_^''^''^'_'i_~,o^''^'''^'^''^~0_''i''"",^"'^''^'''_____^''_,,,,ooo
extejores _esde A y B las cuates se intersecan X__ __, como ha u, excentro relat_.vo al ledo ___;;;,^^0__,,,^_o
en P. \\ _ __, _B t_nbién h,y uno p,,, el l,do _c y _c n_'o
O\ ;_ t_ t ltttdt.,l __
d /' '\ ___, reS eC_Vamene POr O ,nO O O nan UO ;,o
,/' _)\ B __,,v tiene tres excentros uno relativo a cada lado. _0_^'__,,,,o
Pí- - - - - - - _ _ _'_o_ Así en la f_gura _0, _b y _c son excentros '0_ __^''__, ^^
;,'"\\__d\ ___'o__^^o ,e_at;v�s  a _os _ado, Bct Ac y Ag ___'_,,_ooo
d_, __ Ò _____'_ _,,,,o,o, resDectjvamente. ___!
__ �_'  ^ c ^''____ _ _ ^ ^ ^''_o,,, ^oo',oo i , ,_ __6

A ,__^'~^'' '',_\B_n____---------;,_'',' _c^^,,,,vv
(b) _____,_,,,^,o _,,,----------^ :_ ,__''' ,_' '''_,,
F_ura lO.I9 ^'__;^^''_,,,^'__,,, '_ '''-- 'J ,, __ J' _'
_^__^__,^'_,,, " -;_/:_ J ,,
Del teorema de la bisectj2 para AP, P equidista __,,^o, 'lm __-'' ', --'--.,__ ,'y ____^,_,
de CA y- AB. Para BP, P equidista de AB y C_, ^''__;^^^'__,^^''_,, ----_- ; % _ ' _ !-\e--_ ^___^_^^
.. __ . ^'___^^'_,^^'__, ,_m' : JY'_ _^
pOC lO tantO P eqUl lSta e y , eS eClC, ____^^__,,,'_,,,, ,, 'l _. ,' :
pertenece a la bisectnz intejor trazada desde C _____^^''__,,,^^'__,,, '_ ', ,_ ___;;_^^0_,,,^oo_oooo
en consecuencia CP es bisectriz intejor. _____^^''_,,,,^^'__,,, '_l '> ,' :___0_,'o__
_r lo tanto, dos bisectjces extenores y una ____^''_,,,^^'__,_,, '". '_. ,,' __
tercera intenor son concurrentes. __^^'',,^^'_, 'l. ; ,,' -_,s

' j___,,,,,__,_,, _, ___'______'_',________'__'__'
_'__'___,__,'_____,__v__,',_,'_c__,____,,j_e_;__;'__,__,___aa>;0,_____'__,_0,_____,,,_?_0___5_______0__0e_o',,,_,'_,__,'_,,,_0_'0%,_,_e,__,___,e','_,_,,,,___a,_,_,__,__,,0_,_,_,,__,^'_,,^'_,_^^__^',c,,,__,,_c0_'_,,,___0'_,,^_0,,^^'_,,,^'0_,^'_,,,^_'_,,^'0,,^'__,,'ccc,,_,,_,,^_,^^'__,,__,,_c_,^_0^^_'_,,^_0ec0,_,,^_0,,^,__,^_,0'_,^'_0,_^^'_,_,^^'__,0^^00,,,^'__,,^^'_,,,^'__,,^^'_,,,^'__,,^^'_,,,'___,,^'_,,^^'__,,^^'_,,,^^'_0,0_^'_,,,^^'__,,''_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,'___,,^'__,,,^^'_,,^^_,,_^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,'___,,^^'_,,,^^'_,,^^'_,o0^^'_,,^^'_,,^^'___,^^'_,_,^^'__,,_^'_,,,^^'__,,''_,,,^^'__,,^^'_,,,^'__,,^^'_,,,^'__,,^^'_,,,'____,,^^'_,,,^'_,,^^'_,,,^^'_,,^'_,,,^'__,,'^'_,,,^^c__,,^',,,^'_0,^^'_,,,^^'__,,^'__,,,^^'__,,^^_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^^'__,,^^'_,,,^'___,,^^0_,,,^^'_,,^^'_,,,^'__,,^^'_,,,^^'_o,,^^'_,,,^'_,,^_'_,,,^__,,^^',o^'_,,^^'_,,^'v_,_^^_,,_^^'_o,'''_,,,__',__,__'___i__,___'__0_______,,a__e;_,_e__;,;____0,_,c,_^__^'_,__,_'____'_c',,_,_m'___:_ '____^^^'_,,,^^'__,, "x, _ _____,'^v
__q_,_,__,_ _,_ , B ' _^ ^^o^ ___ _ _^ ^^_ _? _^______,,, _, '^,,_^,o_^'_,,,^_, ^_'_,_ '__,_^_D,_^S_,,, ^'_ '^__ _D_, _0,___ ,,,_ __p,,_,,0p,,,c_ _,,,,0 __,_,, ^^_ _^,,_,,_,__,,, __ _,_g _^ ^,_vg,__,,_ _,_ _, _____,, _0_0___, ____aa__,, _o,,0, %, _,,__ _0,,^ __,'_, _0 ^oo,, _,,_g,?_ _ _,o0,_ _____ ___,^_ _,__p^_,,__O^,o ___,_,0o_ _, _,_,,_,^0 ^ _^_,_^,___ ^__, ^^_,,,, ^^'_,,, ^^ _'_,,,^ _','_,,,0'_,,_^_,,^^0_,,_ '^'_,,, ^^_,,,, '^'_,o, ^'__,,o,'_ _,,0^^_,,, ^^__,,, ^^_,,, ^^'_,,,^^_, _,,, ^^'_,, ^^^_,,,, ^^'_,,, '^'_,0, ^^'_,, ^^^_,, ^^'0,,, ^^^0,,,, ^^'_, ^^^_,,,, ^^'_,,0 ^^^_,,,, ^^'_,,0 ^^^_,,,, ^''0,,, ^^^_,,,, ^^'ec,, ^^^_,,, ^^'_,, ^^^__,,, ^,'_,, __, __, ^'_ ^^_,^'_,, ^'^_0,0 ^^'_,,, ^^^_,,_, ^^'_,,, ^^^_,,, ^^'_,,e ^'^_,,0 ^^'_,,, ^'^0,,,_ ^^0_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, '^'_,,, ^^^0,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,o ^^'_,,, ^^^_,,, ^^'_,,_ ^^^_,,,_ ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'0,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,0, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,,
^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,0 ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'0,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^''_,,, ^^^0,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,0 ^^^_,,,_ ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,o ^^^_,0,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^_,,,, ^^'_,,, ^^^o,oo,_ _'_ __,__Q_,,_^D_ _,, 5_,,_,_ _,,_, ^_,_'_ '__ __,' ' __ _c _____ '^ _^0,e,^oc'c,, ^_ ^_',0, ^',,O__,, _'_ _'_,_0, _9o, '_,___ '_,_''0,_ '''c,, 0^_, _ ___ '^'_,,,, ^^'_,,, _ ?,, _',
, _,,,_;; __ '_ _'_'"_' X'-"''"'"'__"^_^_"'_^^O'"__^^^'_^^^^^'O'_^''^^^^^^^^''_^^^^^^^^^^^''^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ '"n''__' _0___,_000 __'__,_,''__, 8e^'_^^__
__/_'' SiPequidistadelostresladosdel_BC _ec,_, ___',_,0^'__,, F_u_lo.l6 _'cc?_
;, y está en la región externa, entonces P es _goo 8__'__,^'__, _''0',
_c__''___0,,0''_,,, centro de la cjrcun(erencja exjnscrita Felativa ___,, _,,, _ E, Eb _,: Es el t_ángulo exincentral del ;_:,,,
c___;_^'__000o''_,,,,unlado. ____ _^';'_ABC. ^__^o
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___ __LAca__tcsR_tm_u0eb_dFgtE/d__t_ooR_ob(_o_) a c oaAd__oB__doA8c__d _D_M_ __A___/_/_m_ 4gB__MuMpla0_nJo__oJ9m ___c _

cApíTu Lo x Puntos nutables

Teorema Te_rema
M todo triángulo, _as mediatrices de sus lados Las _nediatrices de _os lados de un tjángu_o se
son concurrentes. ;ntersecan en el circuncentro de dicho tjángulo.

Lasmediatjces
c a deAB,BCyAC
_N _2

O O _-_-__

0
Atb b_C __

(a!
(a)
t Dgmos_a,,.o/, 5ea __ mediatriz de AC y _2 mediatriz de BC.
.Iatn.ces de _os lados yc y Ac de un _ _r___ _2 _{O}. Siendo o el circuncentro delf

__ángu_o ABc se intecsecan en el punto o. ^ AB ''
Demoslración
B Luego de_ teo,ema En el __C, sea P el punto de intersección de
_. de la mediatr_z las mediat_ces __ y __.
__ a

H '. _ enel_AOB __
_ O (isósceles) _!
/ a _ altura__ _ N
d// _ '_
/' '__ eSpartedela __
_/ 0 __ . . -
me_atFIZ e _ _/ \\_ n
ior lo tanto, las d ' ' _ _
(b) _eS medi_tnCeS A __ ^ __ c
. ,,0 Jo.,r concurren en o.

_
(b)
Es el centro de la circunFerencia circunscnta F,
aun tnángulo.
el teorema de Ia rnediatjz
para__ :PA=PC�d
_ Sea _ la circunferencia para _r 2: PC = P_ �  d
cjrcunsc_ta al _ABC. _ P equidiSta de lOS tfeS vé_ices (A, B y C)_
/ o es e_ centro de _. .NL i es el ciccuncentro de _ABc.
�  _ O eS eI ClfCUnCentfO __ '_______'___>______'________':m,,,5_;,;s;_; %___,?,,,, ',?_""',Y, ' ",'_ ____^' _,, ',;'_,;__,____,_y,_, _,
__, ,_ _, "_'_,_ _ __ ___c__ _,^_____ __ c_ ___' -q_ __,__ _~____', ______?,' _s______c_,_______,__5____, ;_,,_ _',:'_ _?, _, ', _''' _' _,_ ;_ ;_ _:,__'~__,n _'__'',,__, "

R: es el circunradio Las mediatrices de los tres lados de un
_ del _ABc _ triángulo concurren en el circuncentro de ,
F_ur_ lO.l8 ' / d_cho tn_gu_o.



______x;___________l___/_\_\_/_)%__tt____/v__A______\___t______/__/o_B0m/__/4_____t____ _ tRt t \__s_c c___h_v_m__x__ _A____w__xN_________ _c w___m__m____m____y__;x_______;t
f

Lu mb reras Ed itores G eom etría_

__5_______ / -/_ v'- /''_ _ _ v_v_'____/__m_________n__M ____y__' __ __ ____y__?'________m_xn__'_%_m"_______ _-__ _,,

, _ Si el tnángulo es acutángulo, el circuncentro se encuentra en la región interna del tnángulo. _;

_ Si el triángulo es rectángulo_ el ciccuncentro se encuentra en el triánguIo (punto medio de _a _;
__ hi
_, e O :~
_5_,_ v_
___ O __
_ ' _ ' _ . R_ __ '
_ _;_
(a) (b) _-__
_ Flg' ura Jo_o :,?_

Teorema
En todo t_ángulo acutángulo AB_ _e circuncentro O. Tn_OC -- 2(m_C)

Demostr_ción
En el tnángulo ABC trazarnos la circunferencia circunsc_ta %de centro O.
B
/ _ - - - - - -a_ _ _ \
/j _'\
,_ '\_ \. De la f_gura lO.2I, O: circuncentro del _ABC
' '__ _. Sim_C=
; '__O ; _ m _c = 2_ (ior _ inscn_o)
'. _,_' 2_ ''\__ ,_ v, mqAOC=2_ (Por_ central)
_ '/ '_ i .'. m_AOC= 2(m_BC)

F_ur0 lO_l

_____ry_e___ _ _ __ ' _' ' ' ' '_ '_

_ A' ' \C î_
_ ,, '. Si el tnángulo es obtusánguIo. __,
; _ _ O: circuncentro del _A8C
!,. ,_, ,_' s_m_c=a
._ ,/' ,,' _ Por _ inscnto mAPC =2a
: ''\\_:____ _,,/'' __,;
- - - - -i
F_u_ lO__
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CAPíTULO X Puntos notables

P_ntode8rocard
Dado un tnánguto ABC si en la región inten_r se u_ica el punto P, tal que la m_AB = mqP_C�  m_CA,
entonces P es el punto de Brocard respect_ det triángulo A8C. (Todo tnángulo no equilátero tiene dos
puntos de BrocardJ.

a

!P
a_ _ _ _ _ t ' ' ' ' ' ' \ \ '__

F_ura lO_J
(Henn Brocard: Matemático Francés (l845-l922) que cont_buyó notablemente, con el estudio del
_ángulo, al publicar diversos a_ículos en los anos t870-I890).i _
_____a____ 0_'____ '_ ' 9_'n'_'v__''__'_'_____dv_____a_'_'___D's'''_ ''0c_"c''_'"''_''o_'_'_'_0'_a'o0'_""_e'_'__'__'_'_'__'_0'__'0_c''0'c'_''__'''_''''__'_ '_o''''__c'''___'___'_'___''"_ '__ ' '' ' ___"''''_s'_o0"''0__"0_o__'_____''u''___'D_'''''_'"c_'c'_'o"_0_o_v__'_o___"__'_'v o_0''D'0__' _'_ _'_'0 _' _ '_ _'''__ ' ' _c ''' _'' _'__''' ' '' '_''''_'"''__mo_''_''''_%__,,_____
___' Si tra2amos circunferencias circunscntas a Ios tnángulos __'',_
C Apc y _pc (ve, F_gu,a lo 24) estes tendra/n que ser _ ^'_ __~__, ^o
_; tangentes a A8 y AC respectivamente en A y C. Así, '___^^"0_,^^'__,,_
: a_, , _ '^'_^^'_,^^'___,,
i,i _\ ; / pemendicular a AB que interseca a la mediatn2 de AC _;^''__ \ '
, ' - _D
'\\ _ P_ /, en 0_ Y POr C Una Pe_end_CUlar a AC qUe _nterSeCa a la :5_
_ _ _ ;' - _. _ _. a _j mediatn2 de BC en 02, por lo tanto las cjrcun Ferencjas ::__D,
' '_ ~ _N_ g de cent,oso,;o,y,ad;oso_Ay-o,c se ;nte,secaneni _ __ '_,'__,
F_Yf0 lO_9 (punto de Brocard). _,,,'__

, De la __gura, _j: tangente aAB enA. ,s,__
J' __ mAP n
\_ _m_AB= �ayrnAP=2a  :'_
0 _ ' '\\\ o por ángu_o inscnto la In_ci �  a peco _ es ''' _ ^ ''__, ' ' ' ''oo_,
2 n - _^0^'_,
l 0eea en_ '_^'_,
, 2a O _ ___
_ O miC n _
; p %_mæCA= �aymPC=2a  :0.,_^v
_j ;' 2 ^^'''_
2a a_ .'. m__C=a ?;
___a/ -
_ A B con lo cual la m_VB = mæ_C = mæCA = a
' '. P es un punto Broc_d _
_ F_Ur0 lO_ ::



____mv_?;______y __s_Ao_n_pun_ol__llp/te_M__r_oc_ar_ec c____?_ ___lll_lN_0a+___ p ____\__\\/\/__\\\\\\\\ (__)_;
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' __n____,_,r___, ___,__ ;_,;_M___,____ ^,_______._,__'i_,_, _\_;___M__,;_hm,/_4___/_;,;/_;/n_/_ __ ' ;_ No;amo,_ en el _BOC:
^_'_,_,___ __?,_,_,___,n,,s,__j__,,____:,___,>_,'_____,,_______w_',,__ _,,,,,__, ___5___s___,__d_____, ___v_V___0_,,____,æ_,,_,___,'_,_,,_,_,,_, ;,__; _ _' __
_'s ,, _ ''^n_"__M%_''-_'_ "'_____,"C'_"_'_ "?~^^'' "- "" " _','M_'_^_''', 2a_2ß=ISOO
" Si en vez del punto C _e _ons�dera  eI _yY_,
_ unto g traz_mos una e end_.c_lar a _-c _m,yy __ _ + _=
hasta intersecar a la mediatciz de _C en 01 _
y luego proce_emos _nálo_amente al caso __
antenor, encontra_emos eI o'_ro _unto de _, ;
_ _rocard ; D
, ' __ a_ M _,
__3 _,, !, go_O /_//

_ a _0 , _'
_ '_ __, _ !_ o
_, :P' __ ;
/ '\_ _ n_ ,!
__ _///// ''a_ !_',! AD0 p c
_, AVa _ _\\\ B _,y

;__ Figur_ lO._6 __
pp, , d B dd,,_c _;
__x ademe,s _ _ g ' ;y/ F_u_ JO._8_
M________y_m>__ ,__ M__v __ _ax_m___,_m_m___4__n _ x_ _
__;MC: a inscripti__e
-_ rn__MB_mqN_C_
___REMADEN_GE_ n g_
E_ lodo tjángulo, el segmento que une De (l) y CII):
los _ies de dos alturas, es pemendicular, al .__ g _ yoo
circunradio relativo al tercer vé_ice.
!. B II. Sj e_ tjángulo ABC es obt__sángu_o, tamhién
se cumple el teorema _e Nagel,
Enel__C:�>90^0
D_O
_----- No'
N0 o-- '_g ,_\\
H __M // _\
_ '_:a'__ \
,' n '\

F_.lO._1 A _ c
O: circuncentro del _ABC
AM y CN: _turas del _ABC o - - - - - -
_MNlBO.
F_ur_ lO_9
AM y CN: aIturas del _ABC.
Demos__c_ón _ M-N_B_
En el _ABC: O es circuncentro y H es
ortocentro.
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__ ___E _r_l _AB___c___ o_l_.ttltl ._ g__ __t __ l _,_M___ l_|______Btll___ A8__t _____ __Mt ____t___ \ t_t___\\c__t_c

CAPfTULO X Puntos notables

Demoslr0ción H
';!\
ortocentro. ,_ ; \\\N,/
De la ngura lO.30: m_BOC _ 2(m_AC) -- 2a ,' ; // _ \\\
_BOC; 2a + 2 �  _80o _. ,_O ; ,' \\
__a_ _ ! ,'__--------=_\- 2a
_ a+ß�900  ,J '__!/'- \\\'_
DAMNC: jnscriptjble ,_ B, ß \\ '\
_ _naNMC = m_AC = a ,_ ; \\\ __
Enel_ 0=a+ß ; _\\\ '_
.'. 0=90^ Aoa _ _\'
Q _-___-_'
l ' 2a_ _ _ _ _ ' - -
O ---------_--
F_ura lO.30

___yG__s Es_Ec_A_Es _soc___s _ _s _u_0e Nar__e_

rR IAN _ U _O MED IANO Propied ades
Es aquel tnángulo cuyos vértjces son los pjes El banCentfO de tOda fe_iÓn tnangulaf
de las medjanas de un trján ulo. eS tambIe/n b4rlCentrO de la reglO/n tnangUlaF
asociado a su triángulo mediano.
B

__ 2c '. 2a
Q __ ' M Q b _ b
''_. '_C__'' ___-_ '_ c ____
______ 0 ''____' C
__ _ .. ' '____ 2c _ _'' .l ''_ __ 2n
_-'' _ ''-- _'' _ _ c '-_
A '' N '' C A _'__ ! _N_
2b N 2b
F_ur0 lO.3l F_y_ Jo.J_
_a _, BN y CQ medianas del _ABC. G: bancentro de _ABC
_MNQ: tnángulo mediano del _A8C. G: ba_centro de _MNQ
__c; t__gulo antjrnediano del _MN4. _MNQ_ _ medianO del _A8C
___,_,,,,,,_,,,,,,,,,_,m_,,,,,_,,_,,_,, _n_,,_?,,,,a_,_,,,,, ,,,,,,,s,,,___ ,_,c_,,,, ,,_,,,__,_,,,,,,,_ El circuncentro de todo tnÓgulo es ortocentro
? _:__',_ __,_,_>___^_,",",,_,,,;-__,,_'_,^___,,_,__,_',_J,__',__,_____';_,,,;_;,,_,_,_,,,______'_,_,_____,__m_',,~,__;___?______',_,,_,___,,m??'__,,,^T?_'''_,,^-__,_,___,__,:_,_';__,'_n_____%_'_',_,'___'__,s,c,_;''' ,'';n_________v___,_,n___,__'___',_,'',,;':i, de su tnángulo mediano.
_ _ m^M^____^___________~^ ___~-_ V_ _MNQ:_medianodel_ABC
AJ tnángulo mediano también se le o. c;
conoce como triángulo complement�Tio.
:OrtOCen_Odel

403



_A ___?N0___a _l _g pa_BaH m_D_r c A__y_n> q c _

Lu mbreras Editores Geometría
_RlÁYGU__ÓR_ltO
Es aquel tnángulo cuyos vértices son los pies de las alturas de un tjángulo

Q a_ -'a ______.,/////

_a) (b)
F_u_ lO.JJ
Sean AM, BN y CQ alturas del _ABC.
_MNQ: tjángulo ó_ico del _ABC.
_AdC: tn_gulo antió_co del _MNQ.
Propiedades
En todo _á�gulo  acutángulo, el ortocentro es incentro de su tnángulo órtico.

_Dg m,J'
_M
'_lq _n___
'_,,_,_g

_0 _ p_
F__ lO.3_
_MNQ: _ó_ico del _A8C
H:o_ocen_odel_ABC
^ H: incentro del _MNQ
A_ B y C son excentros del _MNQ.



_ _A___a_\\\\ , \\\_B_t_ff __ 1______ c _,__,_ __ ___ ____?__ _,_,_, __, ___ ___c_ ___ c_o5

CAPíTULO X Puntos notables

_ todo tnángulo obtu�ángulo,  el ortocentro es uno de los excentros de su _ángulo ó_ico.
H
,J_!, \ _ABC: _ obtusángulo (obtuso en B)
,__. 0 '\' m_8c = _ (_> goo)
J !, \\ _MNQ: _órtico del _ABC.
_ !, \_ / Y: ortocentro del _ABC.
J ; _\ ' �  / ' A, H y c: excentros del _MN_.

_\_6 ;6 ; __?'e'_,0 ______?'_;_,_,_,__,ms,_,, __''_i_^,'^_u_'_?'_'_nY_',_n__,,_,,',__,,____;_,_,,,_'______,__,, :,:, ,,;_; ' '' ^ , , ,_:'
M____ 8 ;_ _ ,_, ' __,,_,,' _ _~'__~_____""___ ""__^"^_ _______
_ '' ' _ Elvértice_deI_A8Ceselincentrodel
a' ___
__h _MN__
a !a
_o8 __ ___ __
N
_u_ lO_5
tRl_NGU _O _l NCEN_R__
M el tnángulo cuyos vértices son los excen_os de un determinado t_á�gulo.

, 4 __B0_ _,
, /_' J__0_B_^0_ '\\,
t _/' _? _? 0 ''\a\ ____,: _ exincentr_ del _ABc.
__,_D _ ___?___ J: jncentro del _A8c
o a0_ _0D c
00 ^ 0 I:o_ocen_odel__
_ABC: _ antincen__ del __\

\ \ \ _b

__u_ lO.36

_____;___;_:"?___ ,,__,__',_'_,____:m:5,__;____;_,,,v,,,_,,______,;_,,_",,__,,___,_,,;,',,_';?'_''___,___c__;'__';_'_,',_______,',_ ,"' , '_,_", ;',_n,,v,__,__;,;,_______'_,_^,'''__,_,_,"S',____;_,_"U_i'n_______,__m_''_^_,_;_,,_'; :, '' ,,,,_,,' ,",' ,,, '_ '_

_ Se observa que el _ABC es el _ ó_ico del ____, y este a su vez es el antiórtico del _ABC .



_A__/ /QA__/_/Qo/a__N___ t _ _ _ t t t c _///a _ _ p__ _ABc __

Lu m breras Ed itores G eometría

rRl_N_ UlO r_N_ENtI_L
Es el triángulo cuyos vértices son los puntos de tangencia de la circunFRrencia inscrita, con los
lados del tjángulo.
B
0
g',0 s
ea _: ClrCUnfefen_la lnSCrlta en el
: M
_ M, N y Q: puntos de tangencla.
__ _MNQ: _ tangencial el _ABC.
_7
,/^_,_ %

D _/ _ '''_N__a
_ _ a '__
N
F_ur_ lO.31
Propiedades
_ Todo triángulo tangencial es acutángulo.
_ El incentro de todo triángulo es el circuncentro de su triángulo tangencialn
_Rl_N_ULOPEDAL
Es el _á�gulo  cuyos vértices son tos pies de las perpendiculares tr_adas desde un punto cualquiera,
del plano determinado por un tjángulo dado, sobre los lados o sus respectivas prolongaciones.
B ae

M B,_'
'_
u _;
M
' c A c- - - -,0

- (_J (bJ
F_u_ lO.38

_MNQ: _ pedal del _ABC respecto del punto P. _MNQ: _ ped_ del _ABC respecto del punto P._,

'' ,_?__ __ ____'__"'_' __'^_________%__'__",'__,?___ _''''';m',___?__'____^_,n_n'_n?___'________c_c',''-_____________'__:^_'___:_____"'_,_?'_:__'_'_'__'__'___,;_ _____'__'____'______c''m_____;___'_,';_?_,,____,?_'____,________c_____?__'''?_''___'_5_:__,?_'_ ' ''' :'__':';_^_ ______m__0'_'_?_^m_____':_'_s___%_'__,___m_'________m,______m:______'^__'_^^___ ______'__'_m____'__'___ _'_,_ ^_e'_; _W^ ___ ___ _____'_:_' ____________'y______%____ æ%_a_:_____:____:_____;____',,',__,',_,, ,'''';,_,:_,_-_'__'_q_____,, ;_',_,,_____;___^?_^__ _''n?"___;_,_,W___u_'e_,^_,'% ___'_______n':_,_ _n_,_,_', _, ^ _~_,-:_____;_ ;,q______n M___ ,_?3 _:-____' ^__s
_ __ '___n__v__m___''_'--_"^-___"^__-'V_'_"_ ''_'"n___nx'^'_"'_"_'_^ "" __' _^''___"^^' '__"_ ' __' "_ M "_^'''n_' "''____'_____' "',--_'_ __' _'"'__^ "__
_ AJ tri�ngulo  ped_ también se le conoce como tnángulo podar. ,_
_ Si P coincide con el ortocen_o, el tnángula pedal es el tnángulo ó_ico del tnángulo. _.
_ Si P coincide con el circuncentro, el triángulo pedal es el _ángulo mediano del tnángulo. __
_ si i coincide con el incen_ro, el tnángulo pedal es el tnán_ulo _angencial. :__,
_ Cuando P pertenece a la circunferencia circunscnta, no existe tnángulo pedal porque los pies de __ u
las pemendiculares son colineales (recta de Simson). __-

4O_



l_Du _A_Af_M_ lt_H d lll_ _cg_\p_R\\ c

CApjTuLO x _untos notables

Te_rema
En todo t_iángulo rectángulo, la distancia del jncentra a la altura relativa a la hipotenusa es i€ual a
la diFerencia de los inradias de los triángulos parciales, que se determinan c_ando se tra2a dicha
altura.
B
oD
I: incentro del _ABC.
r y R: inradios de los tnángulos ABH y H_C.
_,, d d=_-r
0 J J,
I1
R
' _
F_uralO.J9

Demoslr4rión

B
aD Q
_
_ \
e! _

b _'
X _
_,n ! J
a e __
R_ \ \ \

_/ '/
0_, _
r R

F_u_lO.90

fn la F_gura l O.40 se ha trazado las circunfe_encias inscritas en los _ AHB, BHC y A_C.
, BM�BN=G+(r+d)
Bi_BQ= _+ (R-d)
tambiénBM=BQ+QN
Reemplazando _ + (r + d) = __ (R-d)+ (R-r)
.'. d=R-r
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____ rllll_t ____t_ &lll)_c___ /// o __ ll ll_l s_Neo_bsefvrna__c__rn__ca_+__g a ;_

Lu mb FeFas EdjtoFes G eomet r ía

Teorema
La circunferencia circunscjta a un tnángulo biseca al segmento que une el incentro con cuaIquiera de
los excentros de dicho triángulo.

B
,%
M J
: lnCentrO del _ABC.
F ,: excentro del _ABC relalivo al lado BC.
_ circun Ferencia circunsc_ta al _ABC.
A ,! %_I_=(M}
_ _ JM=M_

_u_ JO._l

Demos_ción
Sea I: incentro del _A8C
_:excentrodel_ABC
Sabemos que A , I y _ son colineales

B/,// m_Cl= rn_Cl=0
0 _ , m_AJ--mqJAc--a
J a
; _ o D,/ . mqcJM__mqMcJ__
_ , ,' rna8C_=_n_CK = a+8
I; l'
__ _ __ m _ ,' .'. m_C_--
____-' , _'__ _ D ,_
a ___''' ; '___& '
__ á ; 0_ _+_
A ,, c - - -K _lMC: isósceles JM �  MC = e
_ _CM_: jsósceles _M = C_ = Ç l
; _ JM=M_

F_u_ lO.__ '
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l_ ___A _B Illlrl?0___l__t_l_t_B l _/__tt____c \\ \\\\\\\\_fd \\ _J_plFaB___c__fn__o_p2____oQrd QoelmTJ_oss

cApíTu Lo x Puntos notables
Teorem8
La longitud de la necha relativa _ un lado del triángulo inscjtu en una circun Ferencia es igual a la
sernidiferencia del exradio relativo a dicho lado y et inradio.
MN: ßecha relativa al Iado BC (MN=r,)
f,-f

__
J,, _O '\\\

_ ,,'
! ,,,''

F_u_lO._J
Demos_0rión
BC_ IP //_
Sabemosque IM=M_
_ en eI trapecio lP_Q' _

Ta,nb.,e/
, ---------- _ obsenrarque
% O----- M ' '\\ ene__,apec,_
r V r __r0
_,_' , -N-- 0D
_
!r - - - - - - - - - - - ' -
Flgura lO.99



_s_a__e_2_mR_e_ro_e_s/_lq_ue0b___ ________c___Lpt_______o______d_re____l_r_rJ\__rr\____tJ_JJ_rra_\_c_____\_ __\t_l_l_0__r\ \\l\n__ra\dlolclllomJ__ _ttJ ABcJlr__c__nJt__t\,t_____J_a

L u m breras Ed i_o res G eome_ r ía

Teorema
En todo triángulo la suma de los exradios es igual a la surna del inradio y cuatro veces e_ circunradio.
_
'\ ; _._'----'-- _ r,, rb, f, : eXradlOS del _
'/\\B/ -------'-'---- ,'
__--'-Oa _0 ,''
C __---'--' ; R: circur_radio
__. rc ,,'
'.. I ,_ Teor_ma de Steiner
_.. __' o O ,' '
'. r _ ,; fa+rb+f-_f+4R
_L0A 0 ___
,''__ R'_ \\

'L___L. _b,,,,,_'_

b
Figur0 lO._5

Demos__ción \\' B / N __------- J
_ \\' _-_ -' ,'
_c _------_- _O R_, ,/
AP=CQ=_ y AH--HC _--- ,J ,,'

t_H=HQ \\ J ,' fa
___N_, f,'\_ J ,/' ,/'
Entonces \\ _ _ ,'
f _f ' f 0 _
R-m=_2 (I) 0g_\ _ 0 a0gu
-'p-_----- -\ H 0 i__''-__-_-Q"-
_,+rc / '_ r
R+m=_2 (II) ; \\ ,'

Surnando (IJ y (IIJ \\ _ 8 ,/
'\ M _
ra+fb+f, -f '_ _
2 \\ rb ,/
f,+ rb+ rc= qR+ r _\ ,_

,_,_ _ ______ ,,_, ,,,,,_,,,,,,v,,,____,,____,_,,g'_'_,m?_,__,,_,_,_,_,a,_,,___,_, __,_,_,',,,_g____,__'_,_,_,_v__,_aa__%____, .mM__e, ,_ ,_,_ _-__?_.____'_, __,., r_y,o,_o%_æo__,o __,,;_vi,_,__,,,' _,_,_,_,,__,_,_,_,___,_,,__,_,,__,_,_,,__,_,,_,_,,_,___,_,_,,__,,__,,,_,____,a,__,,%_ a__'_,,,_,,__,__,_,___,_,, ,__',_^__%'___a__,v__, __ __,_,._,__5;_,__ ';;____, v,____. ,a,, \ \ ,'
'_c_ ' __ ___'__ '_o,___a____,,_'_,___a_^__'_^^____'__'_, _0,,____^'_'0,___^^0,,^,_,, __? ,_____,!_____a___'',d;_,, ____'__/____,_,,_,____:____'__M_.___;_____\_,__,_'_o__0'o0_o',0,,,__,_o_Ro,__,,___,;,__,_,,__,_,_'___,_,a,,____''__^__'_^'_,__,^^'_,^^'',^^'_,,^^',,^^',,,^^'___,,^''_,o^^'__,^_'_^^''^'_^',^__^_,,^,^^_,_^^''',^^'',^^'''_,,^'__,_,^'__^^'',,_^^'^''__o,_'''_^o'__,'_,,__^^'_,^%'_,,,___'''_^'',''___''æ_'_,'_,___ _,,___n___o;;''_______-__'_;____,,__,,_____,__^,__,v '' \ \ ,'
,,_c _i ,_ __ _"__ ''^~^'_'^^^^_'%''''' 9'____"__"_-"_-'__" ''v'_''m''"_' '_''^'""'_,_"__' ^ '___'''''''' ''"-''M''_' ' ''' '''''''_'''__ '\\ ,J
S_'___ ' Otra demostración del tearema de Steiner ___,,_,_,0,
f _^^'^ lov mosenel a j l _feas __^^'_,,^^'_o b
_ ' __,^
__4_,m,_,,__0,,, ,, ,,,,,,,,,,,,,, x,__,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,v,,,,_,,a,,_,,?._, ,,. _,,_,,,__,,_,,g_e__,,,, ,,,,,, , n____,_____ ___,,,, ,_.__,,,_ , , ___ F_ura lO._6
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tl_ltt_ _s r lm_Q__r,d__r__ Fd lo_0ABc_rFR l c_ d_ AA_____ r//R//mR/B/oll n0 / cc

CAPíTU__ X _untos notables

Teore__ 7EOREMA DE CARNOT
La sum_ d_ las longitudes de las nechas relativas E, _odo tr__a/ngulo acuta/
a los Ia_os de un t_ángulo inscjto en una __s d__stanc__as del c__
circunferenciaes igualadosveceselcircunradio tn_,/ngu_o es __g,al a _a sum, de_ c__,cun,ad__
meno_ el in_adio del triángulo. el __n,ad__o de d,_cho tn_a/

B
M
F_

al O _
___' o O
_ - - - -R- - - - /
,/ 9
0r
b /

N Figyra Jo.9g

Sea r el inradio de _ABC
_8Yfa lO.
0: circuncentro del _ABC
R: circunradio del _ABC
ean f e lnra lO e y e ClrCUnra lO
donde ?,, rb y ?, son las longitudes de las nechas entonces m +n +q _ R + r
relativas a los lados entonces
Demostración
__+Fb+_ç__-r

Demos__ción _ _, r0/,/
SabemOSqUe 'o _
m n
fa-r rb-r rc-r ,/
o--_2 _ b=_2 Y c--_2 // 9
0
entOnCeS SUmandO: !, _b
r,+rb+r,-3r
+ rb+ Fc =
2 F_ur_lO.

En la Flgura IO.49
el teOr_ma de Stelner:
m + ?,+n + r,+q + Fb = 3RqR
+r_r,+rb+r,
a b c
(4R + r) - 3r del teOrema anterlOr
+ rbt rc=
2 ra+Jb+rc''_'r

;_ r,+Fbtr,=_-r ._. m+n+q_R+r
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__________,_,_,,__,,__,,,__,_,___,,_,,,_________n,,_,,J_,,,,,_,,,,,_,,_,___,n,,_?_,_,,__,,,_______,,?,_,_,___,,?__,_,?_,__,_,_,,,,_____,,__,,__,____ ___g arEesL__ __cEB__ER___G DD%E_L_o_s/cE__T_Ros TR_A_GuLARE_s e_ __be%__t

__ J,','
_,,,_____?,,qm__,,'
_\_^_,____v _?m_
'_,^__ _
_____ ___
_v,i_ En toda _bticación de G_metría _ __ no es la _ce_ión), en d0nde _ecen tr_angu_os,_
,___ surgen siempre con gnn pro_onismo "Los _ua_ro jinetes del apocaJi_i5Y.
_____? 8oricen Ero _ Circun_enuo - O_ocentro - Incmlro
_,_,______,__,,,
_,,___,_' cen_ostnJanul
;__,;_n,;,,_,,_c_,,' Tiene el pu_to de fermat cuya suma de dis_ci_ a 1os vértic_ _ mánima, tiene el punto de
__,__'__ç,_,_____'vv__,_''_;_,_ Georgonne donde concurren Ias r__ que _nen los vé_ic_ con los pun_5 _e los lad0s opuestos que
___',_;,:' _,__v,_;; son tang_n_es a _ ciFcunf_encia inscri_; tiene el cen_o de la circ4nferencia de fos nueve puntos... y
____,__,_;v,________' existen decen_ de punt0s que se pueden e5tudi_, _l gm _p_ialis_ C_H. KimberIing ha publicado
__,,___'' en tos últìmos á�os  algunos artículos - Fesume_ des_cando 1_ _irKipaIes vireudes de l_s cien _ntos
__^_,____',' má�  es_iales de un trian' gulo.
_,,_'__T:___,,_' Así que _ lo sabe. puede inven_ su pr_pio punto y pasar el resto de w vida compa_dolo con
___ _,'''_, )os dem_. Qui_ haya co@ m_ im__t_ que ha__.

,_:,_., B -

___; ,_'' O
___,m_,_';"'_' , _

_'^,'___ ' H _ H:o___x_
:,__ _ K __'' _0 ___'
', :_,_ D / / _ _ _ - _ - ' __ __o de __onne
'_' _; ___ ' _ _ ' _ - t: incent_
_', _ G:_cen_o
,;__ _a0 O:_r_ncen_o
A C

fUENTE: _l_ Claudi_ _r_re0 ge_étrjc_, _s p0l_g0na__ /_ poIiedras _ _ed. Red 0lím_ca
2_.pp. 59.
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_ __?______c_____________,___?___,___?__v__v___,__ eEl_au__ l_2_ednTc_Jl_ck_uNng___p83_ dDb_N E d _d phhn b _(dmp_ h fvt_)n_py9_ntn___t_m1esteheat5e_ofefec_mt_y __

____?_~c_
:,'",_____'__
_,____
'_c' ___'
_''_______
??_c eOmet_ Y _Ca O_ _U_ U_te t__tfO an_S_ _1StfO a
m, _?_
_,'___, __ conferin_;as en matemát�_  y de f!sica ;_nt_ a J .G. Van BohnenbergeF
_____nc _ y f.j.R Ri_ke en Univeni_t Tubinge_. E_ el ãño 1826. Nagel fue
_,_?s,_,, pro__or de t_ matem_ic_ y de _a cie_i_ natunl en el Lyceum y el _ _,,,
___,,_,, de ReaJsch_fe en Tubingen_ y continuó sus estu_io_ de M_temátic_ en
_0'M^,_ , _ '
___ a rinr_ni a. efca de _ r_ci lo e gfa _ e . _Cfi ien o 5u __
,, __,s, dise_ci�n,  connF_endis exes _e4uatione _gebnju de l0s r_gulis y _ ''' _
, _ î___;, _e los t_-i__u3is, bai_ _a dire__ión de Von Bohnenberg_ y Fue designa_o M _
t ____'_,_____, en rrivatd_2en en Matemátic_ en ia Universidad de Tubingen. e_ _
t _s n
" ;,:,,, AJ inic;o de 1 _30, Nage!_ apo__ como pr0feso_ de matem4tica y de
_____ _'_ ta ciencia nat_raJ e_ el Gm_sium en Utm.
i____',___ _eis de fas Fublicaciones de Nxel_ _ un_ divisi6n de sus co_tribucione5 a fa geom_rj_ deI triángulo,
n___ ?__ ' s_ unier_n en __ !_i_ro_ cu__ cítulo _s _l ?es0rro_lo de li geom_trja moderno del 4jángu Io __;en_ ___on_ __
___? b_+ f B
_^_v_ a __ Icar Ue__n aUtISta etCr, er eUCf_m _efeC _e0metFle. l__FlX _ ef a_, _n Im_ en
_,____,?'__ _ -

___ _ En u_ d_ l_ __blic__iones de Nagel_ l_s __eblos de la existe_ia se dan _n _os puntos ahon _
^ _ cunocîd_s __mo e1 _unt_ de N_get_ el punto de Gerg_nne y Min_punktN
^^ Moy g_ci_ al mus_ de Utmer __emos _rove_ d_l retito de Nage__ pintun _r )ohann_
_ede_en 1_1.
T_rem_mitte__nh
_a el tri_n_Lal0 ABC y tas puntos
U, E y_f s_n _ncos medias de BC,
J, _C Y _ fes__iY_mente. Ir, l2, I3
mit_ent_unht son Io_ centros de la circ_nferen___
ex_n_c__c_ _t c__óngu Jo, I
I,D, l__' I_ se int_rsecon en el
2 D unt0Mt-t
E Q_ Ne eswdiado po_ c. vm N_J _n
elâ�ô  J836,
_ g
_ _

I3

F UEPME _ __webs. m0,com__/ric_d_ira/_rema3 5. hml
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__ABDEJJ))_____22_Ba_A_0 Ill 0,IDA_L M_ aM c c D_)53Ao____Nm B_D___ x__e _ E_)9oc0 _?;

0
fOble__S e_UeltOS

_ra_lg_g 1 _BAC: teorema de Pitágoras
2__ 2_2 __
De la nlgura, A y L son puntos de tangencia y como p__den
BA
=DA.CaICUle-. A8 2a
Bc 2_a
2 AB _ n
3 "'_c--_
_ __vE_ _

Pro_l_m8_c J
-3
,, En un tjángulo ABC, se trazan las bisectnces
_ ,_ _ interiores _M y CN, las cuales se intersecan en I.
2 Si AB XBC y NI = JM. Calcule m_C.
_ A)37o B)45o c)6oo

Resolución Resolución

Ja
D a g
oa 0 ___
,_ ,O F_uralO.5_

/' , _denmqA8C--x
' DeldatoABtBC_mx4
I: Incentro del _ABC _ BI: bisectn2 del _BC.
_ En aNBMI: Como m x _ y NI _ JM
F_ura lo.5J _ N_MI: D inscnptib_e y rn_IC �  x
. BA En _ABC: Propiedad
en- x
BC m_IC=900+ -

_ALC:AM=LM�MC=  a n ' O + 2 +X--
Como por dato BD = DA 3x
OnCeS Se ObServa qUe _A8C: L eS _Cen_O
Por propiedad en _ABC, Bl = 2(Ml) = 2, .N. x �  6oo
, _BAM: teore_na de _tágoras
(AB)2 __ (30J2 _ ,2 _ AB __ 2_, ___ ___ n, _

416



___A__r___ t?_ / t//_ __tgt __ _Jtf qt _ _ _ _ nD

CAPlTUlO X Punto_ notables

ProDlem_ 3 ProDlema _
Enun_ÓguloABCdeortocen_oH,m_AC=7_. En un cuadrilátero convexo ABCD, las
M la región extejor y rc_ativa al lado AC se ubica diagonales se intersecan en M, si &I = MC,
el punto P. mqBDC=2(rn_AC) y rn_DA=2(m_CAJ
Si m_P_ = m_BC, Calcule rn_H. Calcule mqCMD.

AJ 2oo B) 1 5o c) 1 oo AJ _5o B) 6oo c) 1 2_o
DJ35o E; 55o D)9oo E) 13sa

Resolución Resolución

B c
D __
0 __
t M __ _'_
^ p __''
,/ _ g aQ
___ , /H _0 _
,_',n "__ t !, ax
_ __ __t__t !, M
_' 0!_ N"t-__ ;
_7_ _ 200_t____ c ; 0
n_ x_a
j_ 2a
2__
A
F_ur_ lO.5d
X
_ PidenmqCMD�x
P Prolongamos D_ hasta i y trazarnos AR, tal que
F_ur_ JO.55 m_AB=a _ m_AC = _n__C = 2a
_n m_pH _ x POf lO CU_ el a_CD eS inScnptible
_ H: punto _e concurrencia de las alturas AM, _ rnæCA = m__A = 2D
_v_CQ. ym_c___,n_cA-_
_ rn_AC=m_BC=0
ara e : Se O Serva qUe B eS lnCentfO
_AQC: co,no m_AC = 700 _ m_CQ = 20^
_ m__�m_PC
-_p_ble. _ _APC, COmO PM eS biSeCtn2 intenOr y
_ _nqAiH = m_cH_2oo medl_a entOnCeS PM_ _tUfa.
.-. x=20^ .N. x_900

_J _,n_ _m___
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__ _Es__t Bolcsl_gntlf_lcoa0qulellpLJpertenDecealaregINo/nlNnterlNor __ _ __tl t_ ___ __ _?

Lumbreras Editores G eomet r ía

Pr_a1_m85
De las siguientes proposiciones dé el valor de verdad (V) o falsedad (_)
I. Si en un triángulo ABC, se -ubica un punto P en la regi_n j!_!_x-!-i__r v_ m_AC\_m_AY,
rnqP__>rn__C, entonces m_CA>m_C_.
ll. Si en un triángulo ABC, en su región interior se ubica el punto _'. ___ _os lados AC y BC se
ubican los puntos N y M respectivamente, _al que los tnángulos B____ _. ' ,_PN sean equitáteros y
2 + 2 _ N 2 entonces p es orto entro del t�ja/
IIl. En un tnángulo equilátero A_C, el segrnento de recta cuyos extremos son el incentro y el excentro
relativo a BC, queda dividido por el lado BC en dos segmentos cuya razón es de l a 2.
AJ IVF B) WN c) vvF D) FFF E) FIV

ResoIución
B
' VE__ER a
_den demostrar que _n_CA > m_C_ _'_
Si trazamos las bisectnces de los ángulos _
intenores, se ubica el incentro I. _ _
Como a> 0 _ P se encuentra en la región intenor _,
determinada por el ánguloBAI. ,//'J - ''___
Corno D > y _ P se encuentra en la región intenor 0 / ,, ' ' _ _ q _ _? , , _ _
determinada po_ el ángulo c_r. A _ á _ _ _ _ c ;

F_ura lO.57
, se concluye mæCA > m_C_.

II. VERDADERO
B
D a Dato
6_
O _'=a'+b' _ rn_PN=90^
,' _ M ymKAP_=l5oo
_,' al prolon_ar AP y BP_ AL y BH son alturas
, a _ _ p es o__entro de_ _ABc.
15_a '
P!, o
_,
!, b

_ H0 _
b_N ,
F_Ina lO.S8

Q18



_t__ ____ r llll l_t_At_t____ ___\____h_______ ___/ _______ _JT_tt___ _____ 0 A J_t___ __

CAPíTUlO X Puntos notabl

IIl. FVSO
_J
' Piden indicar si r divide a J_ en la r_ón de
J la 2.
' _ AL_: notable 300 y 600
' A_=_
_ 3Q+r=_
! r�  3_
f _
! _
7,, 0 ;r T_ 3Q 3
0
; _0 2_ ;
Do 3_ 600o 0 ''' _cg __'''' _'_'__^
A C L _' ' ' '
' F_ur_ lO.S9

Pro_l_m86
De la f_gura, r y L son puntos de tangencia; AC = Cl. r
Indique que punto notable es F del triángulo lAB.

A)baricentro C _'
BJortocent,o F B
C)incentro "_ L ,'
D)excentro '_ ,J'
E) circuncentro '__

ResoIución
r _den indicar que punto
notable es F del _lAB.
Como AC = Cl _ mAC = m_l
, _ , ym_C=m_C%l=a
F c __,_m_,_..,_,,_\_, '''_.;__'; ,,.,./,._, Sjendo 7yL puntos de tan gencia_,
_ __.V',!,__! '>___ /___ , \ ,___';__ _''_ __9_ en el _ALB
?_ _:_____________d_',,,,_.,__ _'__''__,_,,\ __;_:__iv'_ _,c_'___ '_e_
g ____,_ _'___' _ :'''' _ ' ' ' ''_''_' "''' ; _f PCOPiedad
_ L ,' m_7lL'=m_r_=0
''_ L' ,J En_ALB
, __ ,J' LF: bisec_z del qALL'
'_ _ BF: bisectn_ del qABl
" _r lo t_to es excentro _lel
j _LAB fela_VOal_N

F_u_ IO.60 __._^^_n_^^^ ____ ,, ___,g___^^'^_,__; _' g,_,. ;' ___' _ ,,__,,%,_,_ /
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Lum breras Ed itores G eometría

ProDl_m_ J A) .,ncentro _
En un triángulo ABC isósceles de base AC, se B) circuncen_o 0 _
ubica el punto P en la región interior, tal que C) bajcentro .
m_CP__200, m_CA __ 500 y rn_C __ I000. D)ortocentro 'M
Calcule m_OP si O es circuncentro del tná�gulo  E) punto de ' _ 'Q
ABR Brocard

A)37o BJ45o c)53o
o ResoIución

Resolución

2....__:..;_._..:_... ...;_!..i..._:..._...o .,. '''''''_,'''' '''',,.'''

_,..._...___..__^,,____.___;;:___,_.___:,,_,._,,_,.;:.__.;...,_.._.,..,,.._.._,..,.......::.:.''_:_ ''':''_',,._..._.,5_;,_c:.._,,_..____;.:_,_..____...:u:__.___;.,_:..'_..____._._;.:_,,__;.,._;_,__..__.___._:.._,;;__.__,_;.',;;;.;;_;._,_._.;.;;____._'''_...;._'___'___,_,_s,;;__:'_'"''"___'_.''. .. ,D _ _:__,. _: _:. _,_ ... . _. ,,.. ' .. '_:^_:_____:,:,_'______:_:___.__:;____,._;:__'_________~.______.___'_.___________.^________.__.___..__.;.__,;._,,,_,;;,_,,,__;;,_.,..:.;.;!'_:''_''.'!:''_''''''''',;'_,:__:_.__ ''0_o'

_._.__'_''_,__,''.:'__:,'_:__ .... '':_.__'_._::_:_'^:'.'_____._m_._._._,!__':._'''''__':'____Y_ '__ ,6_ ' t _ 20 0 F_u_ lO.61
_.___..:.__:'_._'__::'_._____,_''''_'''_,''_;_'''_'''''''_'''''_'__oo ;0 3; \ t Piden Q que punto notable es del _ABC
A H C Datom__ __mBMF__20
F_u_ lO.dl Sea m FS _- 2a.
iorq inscnto,m_AS
_denm_OP__x.
se _a_ la altu Fa B_y, luego al traz_ s_c; As __ sc, _ m_AS __ 0 + a y
m_CA __ m_AC __ 300. m_ g _ 2g + 2a g _.nten.
n el tnángulo BSC: P es incentro 2
20^_loo ABMS:Dinscnto _ m_MC__m_AS__0+a
2 QMCS: D inscnptible _ mqQSC _- m_MQ __ 8
_OP_edad m_OP __ 2(m_P) _ AiQs: D inscnptible
_ X __ 2(300) En la circunferenc_a m_MA __ mqBsA __ _
_'N x__600 , _s: _+D__18oo
;.;''. : _:_!'' !_' ::: ::, ''_ :: '_,:!!, ''_,''_: '_'_'_____'_';_,_ __ :_: ___;_ __;__,:::..__,'' :;':''' __' ?_''__' ::_' :_ _!!, !__._._, _ _ __ 9oo
Como m_ __ _, _bién _ sabe rn_PC = _
_t__l_m_ 8 po, lo t_to Q es o_ocent,o del _A_c.
SegÚn la fl_Ufa, m__ _' mBMF_ PQ _' QS, _QUé .,._:.._._...,. .:;..__,_.___,,æ_,,m,..._._,',.,...,..,.
punto notable es Q para el tná�gulo  AB_ ___"____'__ __''''m'''''''!''''



t_ __oo____/f__//_a,__o/lc/_l/' Ml_/M_/ /_/__Ltt Al/__A pro__t___g_mxg__2_o?_4o/o3ol/\/ _/B__ _n___ntenecaA_By

CAPí_ULO X Puntos notables

P__alem8 9 _ N_e: not. l 4o y 76o: m_eN = l 4o
De la Flgura, B , r y L son puntos de tangencia. Si _ B o M 53o _ 27o 53^
:nOt._y_:m �-
RC= a(CMJ y BN=NT= - , calcule x. 2 2
En__CQ:
B N T
530
/ X-- I40+ -

8lO
X---
X
C _,_
_/ _c_nE

0

A)52030' B)530 CJ_lO En los arcos Ag y Bc, de la circun Ferenc_a
DJ 38030' EJ 40030' c;,c,n,c,;ta al t,;ángulo ABc, ,e ub;can
R_olución los puntos M y N fespec_' amente, taI que
_ a+ a _ rn_M - rn_Ny_n_M- ,n_N siM-Ni
B N T - _
_0 BC en P y Q, _qué punto notable es el circuncentro
/' del tnángulo ABC p_a el tn_gulo P_Q?
53_ '
2 26
A) incentro B) circuncen_o
2o x c)ortocent Fo
0 , ,_'' D)baricentro E) excentro
,!, _
/ ' ;,' Resolución
0/;
, , _ ,, ' ; ,,8 / a __\___o, _
; ,_ /' ,_ /// _, " Q a_ N
2a; ; ,' ,' ,,/ p a;
_4q ', ' _ ' / ; 0 \ g , ' _ _,_
; _',' ,_ M_ g'\ '' _-'
_,,J,, /' _\ ; ___' oa

;,_,' __,_' _ O
Q'----
Figur_JO._J
A C
_ propiedad, _, L, M y Q son colineales como
&\'--NT y BC=2(CMJ. Dado que en el tnángulo %
_ 7BQ, C es bancentro, concl'_imos que N, C y Q
a colineales. F_u_ lO.6_
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Lu m breras Ed jtores G eometria
Piden Sne�alaf  QUé PUntO nOtable eS O del _ P_Q ...,.,_,__li._'',_,L_'___.
iiD'____,0_0'''''''''''''''_i,o,_0__d,_'_,,0__,,ao,o_'_0_.,_'.___.,_a.__..,_,____.,.'_.ii'_...,,_eo_cg_8.''''_'''_^'''''^o_0_^^_'_^'__^^o_0_^^^''^^^^''_,_'^^'_._.''_,.'^'_,^0,,^^^__^_,^__^^''^^^'__a_,a___,^_,^___^^^_^'^_^^^_,____a_'":_^_^_^^______9_._0,___i,__________.__.a____^_________'____.D_^_^_,.^_Oo^^_^__.^_c,_!_^;_^_^^_,^'^,,_^^___,^^_,^^___'_^,'^,^'___^^_^^^^'_^_^'___^^_^^,^_,_^^,_^_^^_;,,___'%,_'___',,_0,,_,,,__'_,;,o,_,_,0,,'__%_,____,,_,_,,__;,_,v,,,,,,,_;_,,,__,,,'_,,,'__,,_,_,,_0_o,,'0_,,'___,,,__,_,'__,,__,,o_,,___a_0__,,_,_'__,,0_'_,,,__,,,___,_,,_,,__,_,,___,,_,_,,___,,_^_,'___,_,''_,,,'v_,,__,_,,_'_,,''_,,,'__,,__,'__,,'_DD___,_D,__0___,d0__0,,_D_,_,_D0P',0__0^_^oao____o00,,o_,___,__^0_0_a0oo'0oo__aoo0,o0o,_0___o0_,,_^o_,,^^^o00,_^''_,,,^^'__,,^''00,,^^0__,o,^^'0,,,_^^'0_,,,^^''_,0,^^^'__,,,^^''_,,,^^^'__,,,^^''_,,,^^^'__,,,^^___,,,^^^'__,,,^'_,,,^^^'__,,,''_,,,^^0___,,,^'_,,,^^__,,,^_''_,,^^_'__,^^'_',,^^'__,^^'_,,,^'__,_,,^'_,,,^^^'_,,_,,a___,,0_,,_0,_,,__a.,___,_0_0^^'_0,^^^_'_,^''_,,,^^^'__,^^',^^^_,^^'',_,^^^'0,,^^'',^^^'__,^^'0_,^^^'__^''_,%_^^^'_,_^^''_^^'__,^''o^^'___^''__^'___.'__^'_^'^'_a____'_0_v___.__
__ r n __ -_ _ _ m __ M -_ _ n g_M_ -_ n i _ __ '' ___. '____g___.y......._... _.,;__,. _.0,, __ '_'_ ' '.. i __'. ^. _.i....__. i _ _'_ _.i ___ip, _. _' i'. 1i _'... ''_..i'-.'_ i.i._..i__.._._, ''__ i''_..'__.g____ _.i __, _p__'_,oi__0a_,,0___;,_,, _ a,,0_,__,_,_0____,_0,'_,___,,_,_,_,_,_80___,_, _,_,_ __,, _ __,__ _, ___ ^ ^_,,,__ _, _ )_ ^_, '__ __ __'_v __ _ ^__ ___,,_ _,'_,_ _ __,_,___,__ _'_ _8 _ _' __,'0 _'v_ _,_ 0 _ ___ _0 _ ^, __ __a_ __ ^_ ^00, _%a_ 0'_,_ _ _,, _ ^'_ ^ __0, __ ^ ^ ^_, ^__, ^ ^_, _^'__, ^'0 _, ^'_ _,', _', ^ %_,, ^ ^__, ^_,__,'_,,0_0 __,__o _ ^'_ ^ ^ ,0a,,_ _, _ ^'_ ^ ^'__, ' ^ ^'_0, ^'0, _ ^ ^'_,,_ _' _'_ _ _ _a_ ^ ^' ^_ ^_,0 ^ ^', ^'%0 ^' _ _ 0 'a_ _ ^' ^ ^__o_ _0 _00 _ ^ 0'o ^0 _ ^, ^ ^0, _ _ _ _0 _ ___ O __ ^ ^0_'_ _ ^'_, ^ _ ^ _ ^ ^' ^ ^' ^ _'_ ^ ^ ^0 ' __, ^'_, ^'_00 ^ ^'0, ^ ^'_0, ^ ^ ^'_, ^ ^'__ ^ ^ ^'_, ^ ^'__, ^ ^ ^ _' _^0o__ ^ ^'__ ^ ^'_, ^ ^'__, ^ ^'_ ^'__ ^ ^00, ^ ^' _, _ _ ^, ^'.. ' __. ^ ^, ' ^_, ^ ^'__ ^ ^ ^'_ ^ ^' _, ^ a ___, ^__, ^_, _, ''__ ^' __, ^'__, % ^_, ''0, _ ^ '_ ^ _ __D' _a, __. '_ ' ^'__, ^ _ ^'_,_ _, ^ ^'_,__ __ _;.0 _ _'_ __ _'' ^0 % _ __0 _ _ _ _0 _o _ _ __ _0_0 _. ^ _g_ __ __0. _ _ __ _ _ __ ___. __, _ __g ^ _,.._. ' __ __. a a ^' __;__ _ _ %_ _, _
_,_,,8,_0,,_ _ _'_____,_% _,;,___,__,_, _,_ _ _','_ _ _,,__,_, ^__ ^'_,,'__, _'_, _,'__'_,__ _, _ ^'_, ^'__ ^'_, _,_ ^'__,ooo
yMP=P_=_ _ " _ nu U _ " _ I_,.._.,???_.'_!i_''_''''_''''_ii'_'''''''''''_'''_'"''''''' o B SiAP=P_ '_____^^"_,,a,^^oo
Sea mBM = _nCN = 2a ___-__;,_ entonces ._,^'^^
_ m_N_C=m_BNM_a y BQ=QN=n 8___'_,_0 g,0 PO:bisectnz __'_0
Del dato O: cjrcuncentro del _ABC. _g'''_''' ,/, del g_PN ____o0'__
Por propiedad: si PM = P_ �  _ _ PO: bisectjz _;_,_,,,. M /' !, _g__
_ N _, _ _o. b Nlsectn,z de_ __c 0____0_,___ F_ur0 lO.65 ^'__^'_,,,.
Por lo tanto O es excentro del tná�gulo  P_Q.

ProDl_m8i1
Según la flgura, ABCD es un trapezoide simétnco.
Calculex. XD
A)4oo B)3oo cJ25o
D)320 E)600 A c
Resolución / so 0
_..; 50^ D
....,..__..;....:,:_..._..._:q;.._:,___.''_:.''_.:'''_:..'._',._''_,:.''_.;.;:......, x

. __ ___ ''0' '' '' ' _'' _v ' _ .::_____.___.__ .,_.::___,__..__:__;;; ;.;:.,:______'_''__________.'5.__.'__; _;_._;_:_y.___.'_._''_ __è___.:, ' .. , ,.. , ;':;_ ' ,. _ ,_ ': '' ' _: _,: : :_: _; ; ; _: ,_ ;,. _ ._ :_' ' ', 60^

.__ ___'"_ :.;._'.__: _.. .0_.0_...._..,:...;. '_'......._:::.:.:;.___._... .,___,... ....._,___::_:':'_:,: ..:'':.':_._''_':'''''' ..:.'0_ ' ._..;:_,'..'_..___....'__._;..'''_.'_.'''.'_::;:.:'_'_''___,::._...........:._. . _ _ 6_ O_O_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

F_u_ lO.66
Pidenx
Como m_DB x rn_DC _ AC es el eje de siInet�a
_r propiedad de la media_z BL = LD.
Se nota que L_ bisectnz del gextenor en L del _A8L
B_ bisectnz del qextejor _ _ es excentro del _ALB
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CAPíTUL_ X Puntos notables

.e,e de,,,r que m_AE __ m_A, __ _420^ __ 2oo __M _ _McF(A.L.n.)
_ ___: por propiedad BM _
x + 200 = 500 como Nc -_ Fc _ m_cNF __ m_Fc
.'. x = 300 Del _AMN: m_VI = a
c_'''''vE'g'''''''' yaQUea+0+ß_- l800
Del _MlC y _N7C: (_r _extenor)
m_Cl=mK7CN= ß-_
_m_12 p
Of lO tantO L eS lnCentCO
En un tnángulo ABC, se traza la cenana intenor ._______- __ ________
AM, luego se ubican los puntos L y N en AM __' _0_=----_ ' __-------:----_---=-
y AC respectivamente, MN _ LC = (T), t_
que mqAB_ = mKAMN_ BM = NC, AB = MC_ PfO_l_m8 13
m_LC -- m_Tl. Indique que pu_to notable En un tn.,,n ,_o _.so/
es L para el tnángulo _C. _,a_ _a ce_.ana _.n_en.o, _ t_ ue _c _
en AM se ubica el punto L_ tal que m_lC=90^,
A) inCentfO Calcule m_Bc s_ m_Ac __ Q2o.
! B)circuncenlro
C) baricenlro AJ 42^ B) 460 C) 48
D) ortocentro D) 5QO E) 60
E)excentro R
_lUCtÓn

Resoluctón . T

B ,/' _
__ _. '.......:......,....,..... _ ,' ;!
' _'''"_'':__:.____'' _ M 3_,_ !_
,''''',,_,_','_'_' '''_:',_,.,'''''' ._, ___ _
''_'_;'__''____'_';_'' ',_,,''';'','_'''__'_''_'''''''''''' '!_ ' 0 __ , ?_
.''''''''_,__'''' '_/.__._ ,' ;
'_._,_:__,:'__'_.'',__,___-^ _0'::i____-__=---- ,' ;
a __ 0._'____---_:--_--, ___.,_- ,' _
D_a ''_'_'__''_:'__---_---:------__------_--- --_-__0,,___, B ,_ ;
_ _ N^&'___ _'_,..... '';,.,_,'c 0---_..,....,...,._,,-_-_-_.-_d-___S
, __;_'':_ _ , _ _ ' a ,'''__:_____.___;.:''__._____;:"__::.:._.'._: ...: .' .::_:.: ' ' ' ,;,. ,_ - ;-=----_-=-_-_;_--: _=--:=;----:;_----:_----_--=__-----_-------__---:------:_--x--

. F 3_ ;,;_,,/' _';''''_''''''''':...,'''.....'___.,.__,;:'':''.....,:''''''_::''''_.._
F%yr0lO_61 '_ __','i,,._ ___::_2_Q_'.''';â'
__0 /___.\ __._____''__.___!.
.. Ptden que _se indique que punto notable es L del ' '_' ''''':',,,_::....':': - '-__ ;-; n.-_,
' __o_C. '''''_ '__,,---,'í
i. Je _os ,at,, notamo,.. m_AM __ m_Mc __ a o _420 -----------'-- _d,
. ___CF__qUem_M=m_CF =0 F_ur_ lo._8
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lumbrerat Ed itores C eomet r ía

piden m_Bc = x Piden indicar de que naturaleza es el _ABC
Se prolonga AB has_ T_ tal que BT = AB Sean m_SC �  ai m_CR -- ß
_ mgTCA = 900 Dato a + D = 90
En el _ 7CA: como C_: medjana y _e_nos ver en _SBC: m__C = 90
cM = 2(M_) _ 2Q _r lo tanto __C es rectángulo.
Entonces M: baricentro del _ACT __ 0 ; -
_prolo__AMh_taS _ _=SC,m_C=90O _- '' ' ' ''
BSCl:ainscriptible _ InqLSC_x
. x _ goo 42a _O_l_m8 15
__ X = 480 En un tnángulo ABc, se traza el tnángulo
,,;.___ ''..:._.___,0___ ':. '___ mediano MNL (M e AB_ N E BC), luego se ubican
' ^ ' ' '' '' los ortocentros H_, H, y H3 de los t_ángulos AML,
J_BN y LNC. C_cule la ra2ón de perímetros para
las regiones tnangulares MNL y H_H_3.
El triángulo PQR es el tnánguIo exincenEraI del
t_ángulo ABc(g _ p_Q y c _ _R), s_ e_ ángulo AJ I/2 B) 2 C) 3
determinado pof p_R con _ y el _ngulo AcR D) 2_ E) l
son complementajos. _De qué naturaleza es etA8 _
Resolu�ión
fl_n_UlO
A) Acu_gu1o B) Rec_gulo ;
C)Obtusángulo _
D) lsósceles E) Equilátero _ _ '
O \__H, ?/_/_/ ^

_' M0/_.__.......... b. ,.a_,.._...0_,N

1_.\'\\\ - _ ' /_/'__H3
Bo P A b __6^__'__/. , b
_:,.__,__..'_
..........,...,.,.. .,.,_..,_:__:..._!,;:.::':'_.,:__::_,...... F_ura lO.70
----------__'_.__:''_'''__'__'''_'''.:_._'''_'_''''''''__' '''''''''''' '''_''''. '''''_'':''''''_''''''.'''''_''''.''''''''''___'__.5_m_c_ _" ___ __:__ ''' '' '',_'''''' : '' '''''''''''''''' '''''''''''''''' ' __0__0__ P 2
_^_ '' _^C Piden
P_H,H_3
_onde
___N_: pe�rne_o  de la región tnanguIar MNl.
____H_3: pe�me_o  de ta región tnangular
H_H_5-
R _MNL es et trian/ gulo mediano
__y_ lo.69 _ __MN -_ _M_N _- _lNC
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cApjTu Lo x Puntos nota_les

H_S = H,T _ ST = H1H2 = NL 53o _27o
.HH__2__ _AT_:not._2 y
También __3 // BC; HJH3 // AC _ _grc; not. 37a y 53o
' _ Hl Y Jy3; eS eqU ' l "t'rO po, teo,em,, ,n,rMc -_ m__c -_ 3_o
_MNL _ _H)H_3 (L_L_L_)
, 2p_my_ _MLT: not. 370 y
''''_ _2p --l _T_c 53o
_H1H_3 ' n '
cLAvEE

tr8al_m816 (2pJ_ _
_ un tnángulo acutángulo ABC, en AC se ubica (2p)_ ,,r = l 66
el punto T, tal que las distancias de T hacia los
_-é_ices A, B y c son 2, 4 v 3 resDectjvarnente. si T ( 2P )_ mNT --
_rtenece al tjángulo ó _rtico d ie dicho triángulo.
Calcule el perírnetro de la re_ión limitada _O, el .'. (2pJ_myT = l 6
_á�guloórtico.
' ' ____ 0_,_;_:_'0_',,___,,,;,'_,__,,,v_0__'^^c__'''''''^''_^_'_^''^_ ^____________'V'_____^','_ '__^^^_^0'0o_0_,_^^^'_^__ ,'__0,_,_'_____4_____,_y4___'_____'__g_. 0__^^'__'^'_'^^^,,^^'a^^_^^^^^^^^^^g^^^^^^',^^^'0,^^^''_^^^^'_,^^^',0^^^',,,^^^''_,0^^^'_,,,^^^''_,,^^^'_,,,^^^'',,^^^'_,^^^''_,,^^^^_'_,,^__'_,^'_,^''_g^^'_,^^_'^^'_,^^_'_,'^_'0,'^0,___,',_M__ _,__'_,iæ,g,____'_^__^''__?_,a'____,_,_^__,^_o___ __._____'_:____,,æ___P ^o^,^__^^_0~^_^^^_^''g_~'_^^^0^^_^^'o_'_^'^^^0^,^_,,_,_,,^0,^,^,,,_,,_^__^___,_,__
l o _ l 6 _ 8 _ ;_, ._ _ ':_____00___v___,_,__,_,o___L^___'''o_'_e__'__^^ ,__,o ,_,0 '_j','_?,_,08___,^_,, ______ ,_______,,_a___%,_',0__,__,'__æ,,_o___'_,,__O^a_^^_,^'^___,_,_0^_0_a_a_^^_'_0_'_'___ _/, ____J____'v__,',__,,__,_,,_,_,___'__,,,,___,_,'__,,_,_,_,,_,_,_'_''__,,'__,_^_^_^'''0_'__,_,,__ '_,, 'w__'a0_,__,,'_,_____o,,_,v,,__,__,_ _,_,__,,__,___ ^^_,_,_ ^',,,^^_,^_, _,__'_,'__,'a,___ _ _a,_,__o__,_ __:_
AJ _ B) - C) -5 "i'a'__''^''_ ,, ,.,_s_'______'______'''_"'_''^^^^^n^__ '''_~'__"^^_^,"^^^_^^_^_^_^__'m'^__'_:'':______'_'^___"^^^^"'^"_,^_0''_n''_^ ''^_'_^ ^_^'^^^^^^^^^^^^g'^"^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^'^^_"'^^^^^^^^^^^^a"_^n__'_^_ ,_^__^^^^^^^^^^^^^^^^^_""^^^_^_"^'n_'^^' ;____
c_,_,!____''___'''__'_0'''""^ _ prolongar las alturas de un tnáneuIo __;_:
_ 6_ I 6_ _;^ hasta intersecar a la circun Ferencia circunscnta, ___
D) _ _) _ __,__ los Duntos de jnterseccjón son véltices de un :___;_
''___ ^^^'''__,,o tná ngulo cuyo pe�metro  de la reeión que ___v,,,oo
R__ución _'^ limita es el doble del perímetro de la región ^^'__^^'',,^^'o,
__ limitada por el tnángulo órlico. _ ^^'
-530 aD _i_x B ___
37o _,a, _ _ ^'_,'_,,,ooo,ooo

'_ ~ ^ ^^^''''__, ^ ^'''_ _ _ ' __,__ ^D'__o

_' M,,3, g __e _g, c c,_,,_,,,,_,,,,,,,,,,,_,,,,,_,_,,,,,,,,,,,00,,,,0,,g_,,,g,,,;_,;,;_,____v_0_ _ ' ___ ''_,0_o_

_' ^ ^ ^^ ^^' ^ ' ^_ _ _ C_ __ _' '' 0 0 _ '_ __ ^ __ _ _ ^ _o, ' ^c_' ' S^ _ ',, 'o ^ ' ^ O 0 ' ' __' ^ ~ __ ^ ^ ^ ^^ _^ ^ ^ ^ ' _ ^ _ ^ ^ ^ ^ _ ^ '__ O__8 _' _ ^ ' ^ . ^' _ _ ^ ^_,, ^
0 ___0 ^ o__'_o_g____,_0_o____e0L_^'O t0_,_
_ 0 _qq _ ^^0^' ^ _ _%^'0 ^'
_, 5b 3g 53o/2 ____^''o A __-a-'-C 0__ __,_, _

', __n_ 53^/2_ M;_^^ B_ ^^'__^^''___^^o'__
- 2 T 3 N_, _c_''0^^
'_____^'__,,,,o F_ura lO.71 _____0o_o'
_ ^5;_ 2__A'B'c = 2E2P_MNQ I _g^_' _
__,__^,,o Para su demostración basta recor_ar que __,
/ ____^^'_,,, maHCA = m_'CA _ HN = NB' ___,
__ análogamente HM = MA' y HQ = QC ____^'__^^ooo
_______'' .'. A'B' = 2(Mm; B'C = 2(NQ) yA'C = 2(MQ) ___^__.
_ _en (2p )_mNT 6_; _, ,,,,,,,,, m,__,0__ ,,,,_ _,,, _._o,,, ,,,o_, ,,,_,.,, ,_,,,,,,_,,,,o,_,,,,, ,,,,_,_,,p_v,,___,.._.,.__0,,, , __/5 __,
_ _azan las alturas CM, AN y BT, ubicándose el
_ocentroY. _
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Lu m breras _d it0res G eom etría

ProDlem_17
En un tnángulo ABC de incentro 7_, se ubica el incentro I2 de su tná�_ulo  órtico MNQ (M en BC y N
en ACJ donde AC // lJI,. Calcule I_I, si InqMQN= I06^ y la diferencia de las distancias de I, a BC y AC
respecti_Jamente es 3.

A)3 B)4 c) 3_ D)5 E) 6

Resolución
A
D
53^
N
_oo_ IJ: incentro del _ABC
P
I '
^o_ 30
2 o I2: lnCentrO del _MN
_
2: O_OCentrO del __C
3 I
ato l2M-l,V=
0 l
SearJJ=d_
dj
d_
_'
D_ 00_ 0 __
B_ M s C
F_ur_ JO.7J

_idenI_J,=x
Sean AM, BN y CQ: alturas _el _ABC que son concurrentes en l,.
I060
rn_QJ2 �  rn_QI2 = _2 = 530
I2QAN: _inSCn_tible _ m__ �  530
ComoI_I,//AC _ maMJJJ =53^
Dato: r_- J_= 3 _ r_vd_ = 3 pero l_P �  I2N = I_S = HM �  dJ
.'. J_-HM=3
_ I_=3
_ l_I1 : Tfián_UIO nOtabte d_ 370 y 53^
_ IJI2=S
cLKnD
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CAPíTULO X Puntos notables
Praal_m_18
En un triángulo isósceles ABc, rnqABc= 12oo y Ac= 4_. calcute la distancia del circuncentro al
excentro relativo a BC del triángulo ABC.
A)2/3 B) 6_ c)2 DJ 4_ E) 2 _
Resolución

1, 2 /_// __
B /_oo Q _\
/ /D_3oo 75/__o
_//_ 12oo 4 /t/t/

'\\ _ ///// x c
ì0\ "/;
2_-2 '_ _o

F_ura lO.19
Ptden _O = x, se trazan las mediatnces de AB yAC que se intersecan en O, también se trazan las bjsec_ces
_ los á�gulos  extenores de B, C, que se intersecan en _.
_nocaB__Bc=4, __i_No_.3ooy6oo _ i_=2y Bi=2 _
_ _ _l .L _ (_ rnediatriz de AB)
_obseNa
LO=N_-NL
Lo_ 2__2
_O_: Por teore Ina 2de Pitágoras
_= 4(4-2_+4+2_)
_= q(8)
.'. x=4_
cLa_D



__J ___\ \ \ ___/llt_ l \o\\\\_\_\_\\\0_0_\\ l _/__/c////ll_////_J/l/c_/_ // _,l/ __l__2 ___ _e _ c

Lu m breras Ed itores G eometría

Pro_l_m819
En la Fl_ura, __ y _j son excentros del tnán_ulo ABC, calcule m_J_Jj (R, Q, R y S son puntos de
tangencia).

AJ5lo _30 B ,'
64o ----_--------- --- -----/t_2
c) 7Io /
D)glo o J S
E) 9oo ,,'
__ /
_ ,'
A \\ ,'

\\\,/ Q
/ / / Y _3
Resolución

R _,

_7_ B ;
64o _ - - - - - - - - - - - - - - - _ - - - - - - - - - - - _ _,t_

joo;200 __/' ,/
; o ,/_'' ,' S

;_ __' /' Pidenrn_J_3_,�x
, _ / ' ! ,' Como AR, AS son isogonales del
_/_/ ! 2_ / _Ac e_ c,.,cuncentro d _ A_.
__ 0 ! ' ' _ '
A ' \ \ _, ,,' pe_enece a AS.
\\ ;, ,/ Corno BP y BQ son isogonales del
_\ ;, ,/ _C, el circuncentro del _A8C:
\\ ;_ ,/ perteneceaBQ.
\\ _ / Mtonces O es circuncen_o del _BC
\\ _x /' Q y mqOBC = rn_CO = 20G.
\_ / 700
/__3 _O_ledad rn__1_J3 = 900"_ =
__J____
x + 64^ + 550 �  l800
F(guralO.75 . x__6_o

__nB
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Puntosnotables

_roDlem_ 20 Piden indicar que punto notable es O del _MNL.
Se sabe AB = A'B; BC = B'C; AC = A'C
S_gÚn la flgUr_, el triángUlO A_C7 Se haCe g_!far _ AA____, B__cc, cc_'N. son __ecjos jsósceles.
tal a_ue sus vné_ices son A_ B_ C_ (A! e _ _ se sabe que m_Ac _ m_'A'c = w
B_ BCyC'_ACJ.SiAB_A'_={_,BC__C'-- (m, A' MLA: ajnsc_ptjble
AC _ A'C' = {L}, indique que punto notable es O _ m_'L = rn_L =ß _ maABC_. Es decirt
del t_'ángulo MNL. que _L // B _c // _'c y cuando se prolonga _o es
pemendicularaML.
B An_ogamente se encuentra MN // A'C // AC y
cuando se prolonga LO es pe_endicular a MN.
.'. O es ortocentro del _MNl._

_____a__5_ ___ _4_n__2 __M_ __;

AJbaricentro __ / _
B) inCentrO F. ,,, Jo.7r _C)
O rtOCen tr_ _, : s; AA_BB_ .. t Fapec;o ;sósceles. __
, _ AM=MB',A'M=M_ y OM lAB __
E) punto de Nagel ;_m___,____ _ _ ? _, , _

R_Iución
ProDlema1t
B
,_ , B' En la f_gura mostrada, M y N son puntos de
/' ' '.l "l l_ tangencia. ca1cule x.

A_ ,/_ _,,,,, __s_,e_ __, '! ', '_ M A
_____ ,__:,c__,:^___,_"Mq___?___,,?_ j_'___ \ _t : '
"__ ___',_ __n_^ ,_ ;__:_,;;,__,__ ,___;, _" ;_______?_ ,_;,_ ,nq '' qx__X__; _ ,_a _c \

__'__,c, i____,?'_,__,_______?,,____',_'_,,_n;___,____, 0 ^ ,f__,,J, _ O _ x 0
____,___?_'______._,,',_______,,___c__,,, ,_ l _l'

\ ____ 'll a B

c n)6oo B) 75o C)90
F_u_ lO. 76 DJ 450 E) l 05
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Lu m brera_ Ed itores Geometría

Resolu�ión  _ m' ' ' ' - - ' - '

- - - - - - _ N.. __
! _0 --_--
' ,_ 2a
,' ;'____-_=_-;- 20'

d, 900-a '_ _ ':.._','_.:'_''_'''_'____.__:_'_/. _,-_ Q
_g _o ' '',,_:_.' ,.,__:'_.:'::;'_'_,_. _--:-_,'--_"-_- 0
,' '_ _m'____''_,,,_'__''''''_''_''__''_''__._,:_;_':_:.._._..._..._:...^_.._.._.._,_.__._.._._..,... X

' ' '''''''_'''' ''____im '''''''_'_,:'_,_______,____ 4_^__''_'_.._.______''_ :__.
_ \__''_n n--=_==__--_______,x,.._;'.:.''p'_;''_''_;_,;,.;,,,'_ '' '''_._:,_,...

"_\_ ^^_''^'^'''',_,_a_ 90^-0
''.- __--______ ---- -;
B ^

F__ lO,78

Pidenx
En la F_gura I O. 78, sea m__M = a
Se sabe que m_ PMQ = 900,
entonces m_P_ = 900 - a
En %: _QN = 2(90^ - a) -- l8_ - 2a
Como mqMVN+mMQN�  l800
_ m__AN=2a
Debido a que AM = AN = _ y m_VN = 2(m__m y
tomando como centro el punto A y radio AM se traza la circunFerencia %' entonces B pe_enece a _ '
es decir A es circuncentro del tná�gulo  MN_.
Entonces AB = AM _ _, por lo cual si m__ = 20 entonces mKN_A = 9_ - 0
De _a i,gu,a _o.78_ m_pQ __ mqNMQ __ _m__ = 0
2
En_PKB:
_ x+0+900-0= l800
.'. x=9_
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cApíTu Lo x Puntos notables

tro_lem_21

Dado un t_ánguIo rectángulo isósceles ABC, recto en B, en AC se ubican los puntos M y _; tal que
m_%N es igual a 45^, la circunferencia' circunscrita al triángulo M_N interseca a AB y BC, en P _ Q
respectivamente ; si AP = a y CQ = c, calcule PQ.
2a.c
AJ_a C B)a-c CJa+c D)_ E)
2 a-

Resoluci_n
B PidenPQ�x
_a? sean m_BM -_ a y mqNBc = g
4_0 _ a+0=45^
a
? Enel_ABM
'__\_ ;_ mqBMC= 450+a
___ _ o _ _ Q Ene__c_N
___ ._ q5o+a 450+a
! m_NA=45^+ 0
q5o+g P_ h
450+0
a ;
AoQ5^ _450+a !
U 0 450+
__ \\ ? QSO+a H, _o 45O_c
_ '\\\ ;450_0 ,/O\

'\\ h / / /

'\\ 4_O /_' F_yf, Jo rg
'\_//' '
_ u
_y; pentágono inscr_to (f_gura _o.7g) e Q
i_
:. _:eXCentrOdel
__bién A ' /
O\\\ 'l. ,,/
_ BH�Y_  \\_ '_ ,/
_ __ que _VBC es un cuadrado, donde _A y \?- - - - - - - - - _ _ -
_ _n exradios del P_Q.
__ngura IO.80
PQ=AP+QC
.-. PQ=a+c
___ F_ Jo.8o

431
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_

0
fO_l_maS eCfeati10S

l. El tesor_ _el pira_a. Un pirata se encontra_a en u_a isla con un tesoro. Al ver _ue unos buques ;
se acercaban decidió esconder _l tesoro; pRro, por la premur_ del tiempo s_lo alcanzó a no_ar
qu_ _esde el punto _onde está enterrad0 el tesoro se ve a aai tres más grandes r_cas de la isla, _
bajo án_u_os de igual medida. Anos después, cuando regresó a buscar el tesoro, _bsenró que todo _ ;
habja cambiado salvo las roca5. �Cómo  puede recuperar el tesoro?

_ ~ ' ^ ' ' _ ____^,','__n ,_?_~'''__'^___,__;, _
? _^ " ,,____?, _,______J
_ ? , JJ _ _ _c _ __m___,,__.q___m_______,____,_________._______c_K_,,__ _ _ _
?_0 J _ _ o _m____%q_,5,______ _ ______ ___v,_,__,___ __?___%_______,_ _.%____m_,_, ____ '
_ M ___ ____ _' _ ,_T_ ,,',_____ __ w ,___',, _,_ __ ,' _ _ _o_, ,_ ,'' , ,,_,î ___q _ ?^ _ '______i _??_ ___ m ,___, _ ,c _

___,____' ___,_,'c,_mm____m__'m'_''__,' _ __T' ^
____ ___
N ____ J, G_
,_,n_5 __,_s , ;_ / _ ' ' v _ >
_\/ _X^'_
__ a_
_

2. En el planeta Vanita, _os estrellas Kaqui y Tuta tienen diferentes trayectojas, aunque se les ve
sali_ y ocultarse _ rnismo tie _npo y en los mismos lugares. La posición de Tuta (_ es s�empre  el
incentro de_ triángulo, cuyos vértices son Kaqui (K) y los punt_s donde salen (S) y donde se ponen
(P) dichas estrelIas. Si para cualquier posición de Kaqui (_ se da que m_KS = 6_^, calcule la
Iongjtud de la trayectoja que _escjbe Kaqui consider_do que la lon_itud de la trayectoja que
descnbeTutaes e.

_-____ K/ /

6 _oo \ \

_ ____ ,T __

i------------------------_ s'n 'h
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i
CA_íTUlO X Punto_ notables

Resolución I i _ R2
Corno las rocas grandes son vértices de un triá_gulo, el \q
punto desde el cual se ven dichas rocas bajo un mismo '_ __2oo
_ 12oo0_
an_UlO, eS el pUntO dOnde '__ ///_2oo
m__TR2 = m_2TR3 = m_3TR_ = I20G y para ubicar \_ ///'
3
este punto bastara con construir extenor_nente al triángulo _ _t ,_
R_R_3, dos triángulos equiláteros. Sobre dos Iados __ ,_
cualesquiera, luego el punlo T de interSección de PR3 y __ ,_
QR2 eS el puntO de buSCadO (a eSte pUntO Se le denOmin_ '_ ,_
punto de Torricelli). __ ,_'
.4sí en la F_gura, el punto T es el punto desde el cual se __ ,,'
obsenran los vértices bajo ángulos de igual medida. '__ ,,'
_

Resolución2
C_mo la medida del ángulo P_ siempre es 60^, la trayectona que descnbe K es un arco capa2 de 2QOO,
. r es e_ _.ncentro de_ _pKs entonces m_rs _ goo + m_TS
2
2400 K
T_yectoriade , .
___ : lnCentrOdel
/_600 '.
g_ // _ mPKS=2400
/120^T '. mp_Ts=12oo
__ - ' - _, _ Trayectona de
////' ___/_\\\ __ laes_ella_rJ

P, ;-------------; _S_
2 _ \\_ /, / , _
l200
---?, ---__ En%_:
/// B \\\\ co,npletando el arco p Ks en_onces Inpns
__ _ _ _ 12oo InPTS =mPS= l200,entonces%_=_,
' ' _ '._ s,. m A_c _ l 2oo y _ong Anc _ _ _ m A_Bc
' _ ;! y lon_. ABC �  24. Luego en el probleIna la trayectona de
', ,' la estrella _aqui es dos veces la trayectona de la es_eIla
__ ,' Tuta entonces la longitud de la trayectoria K es 2_.
A c ,'
/_\\ \ _ /_
' - - - -l-200' '
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0
fOblem_S fO 0 Ue_tO_

I- Enla F_guraABCesequiIátero.Calculex. 4. En la F_gura, _ es excentro del tnángu!o
ABC, __ y I2 son incentros de los triá�gulos
_AB y _C_ respectivamente, calcule x, si
rn_C_= 0

_

_
1
A) 2oo B)3oo c)45o
o E) 37o I2 9_O _
B
2. M un tnángulo isósceles ABC de base AC,
se tra2a la cewana intejor CM, luego se c
ubica el incentro l en el tnángulo MC_. Si
m_C = m_AC, m_BC �  QOO, calcule
rnqBAJ.

_) 2oo B)4oo c) loo
D) 5oo _) 3oo _. Un triángulo ABC inscnto e_ una
circun Ferencia de centro O, se ubican los
3. De la fjgura Q, es circuncentro del tjá�gulo  circuncentros O_ y 02 de los t_ángulos BOC
NlT. Indique que punto notable es el centro y AOC, las cuales pe_enecen a los arcos BC
O del cuadrado AdCD para el tnángulo BNA. y AC respectivamente. Calcule m_.
B C
D) I2oo E) 150

6. En un tria/ngulo ABC(AB_BC), se ubica el
incentro I, luego se ubican los punt_s M.
N en _c, tal que rnqMJc=9oo, AM=Nc _,-
mqMIN=0. Calcule mqA8C.
A) baricentro B) ortocentro
_ c) cjrcuncentro A)900-0 B)900-20 C)l80^-0
D) excentro E) incentro D) 450 + 20 E) I 800 - 20
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_ __d___o _ AJ 8__( __\ B_) _2) _ c) 16Q ngul_o

CAPITULO X Puntos notables

7. En la r_gura o, es circuncentro dea triánguao A) a2 + b2
ABPyAC=AD, calcule mqBMA. BJ_2+ _
B (,2+b2)
_Q_ C)
M c
-a+ 4b2-_2
2
O E)a2_b2

_ __, _o. se_ún la nguraA8cD es un romboN, HQ = g y
2 _ D eS PUntO de tangenCla, CalCUle la diSt_Cla
A D entre los o_ocentros de los tnángulos BCD y
ABD
A) I250 B) l300 C) l lOO '
D)l350 E) l400 c

_. Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones.
l. Un lriángulo exincentral es equilátero B
solo si sus respectivo tnángulo ó_ico es
equilátero.
II. En un tnángulo los puntos medios de
los lados y los vértices de su respectivo D
tn_gulo ó_ico son concíclicos. \_
III. Dado un triángulo y su tnángulo ó_ico \
aquel es el triángulo exincentr_ de \
\ 0
icho tn_guloó_co. A H
A)F_ B)VTV cJ1M
D)vFF E)M
D)2o EJ 24
_ Según la Flgura, _ es incentro del _ángulo
_C,BRF_esuncuadrado,RN�ayNC=b,  __ En un t,_Na_ngu_o ABc acuta_
CalculeBR.
a reCta de EUler lntefSeCa a
R AB y BC en M y N respectivarnente tal
B que BM = BN. Si H y O son el ortocentFo
y el circuncentro respectivamente.Q
ca_cule _nqAHo.
F
_
n)1Ioo B)I2oo c)14oo
A c DJ I500 E) I600
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Lumbreras Ed itores G eometría

l2. De la f_gura PQ = QS, m_QSC x QPC. C_cule Q C
la medida del ángulo dete__ado por _P y T lr / 6
sc.
S x

, _ __
l _, En la f_gura, se muestra el rectángulo ABCD,
o Calcule x (Obsenración se soluciona por
o triángulos notables de l40).

l3. De la flgura, BN = 2(NJJ y L es punto de x
._aca_cu_e mLQ ,,
m_a oC ///

l 6. _ un _á�guto  ABC, AB �  BC, mqABC= l 2_.
_ d L se u b ica e l excen_o _ re la t ivo a _ C, luego _
_ ubica el circuncen_o O del dicho _á�gWo.
_ Calcule la medida del áuqulo que dete_'
0 r AE y la bisec_2 del Ógulo AO_.

l7. En un cuadjlátero A_CD inscjto en _
circun Ferencia, se ubican los ortocentros H,
H2, H3 y H4 de los t_ángu los AB C, B C D, C D _ !
ABD. Indique que tipo de cuad_látero es (H.
2, H3Y H4 )N
tan_enCla, el CIrCUnCentrO del tr_an_UlO A) bicentro B) inscjto
TRM, es el circuncentro del trián_UlO ATM. c) insc;ptjb_e
CaICUle X, Si m TN " l OOO_ D) _apezoide sjmétrico E) irapecjo



_tol9 d__ Tpodo tn ( ) Am)y5_cmBcpp _B) 5_ntocsrnreqs_peccJto5_a nlacm_recnotlnaas

CAiíTULO X Puntos notables

18. En un t,a ec,_o A_cD _ _c D e, el A) O_OCentFO
circuncentFo del trián uloABc. _aué unto B) barl'CentrO
notable es A del triángulo c%D? C) incent'o
D) circuncentro
AJ incentro EJ punto de Brocard
B)ortocentro
CJ CifCUnCentIO 22. En un t_ángUlo isósceles ABc, (AB = Bc),
D) baricentro en los l,dos AB y Bc ,e ub;c,n _os punt
EJ excentro M N ,es ect_.vamente ta_ _ BN s_.
Ue �
mediatnz de MN interseca a CA en Q , calcule
. En un cuadnlátero ,4BCD, tal que AB=BC y
mqBDC=2(_n_AC), m_DA=2(m_BCA). _m_QN '
_Qué punto notable es D del triá�gulo  AB_
A) 2 B) I/2 c)3
A)incentro D)4 E) l
B)excentro
C) CirCUnCentfO 23. Sean C y D dos puntos de una semicjrcun_
D) b_icentro fe,enc;, de d;émetro AB t,l que B y c e,ta/
E) o_ocentro en sern_. _anos d_.st_.
AD sean M, N y P los puntos de AC, DB
. De las siguientes proposiciones, dé e1 valor n
y CD respec_vamente. Si la distancia del
eVerdad.
,a/ngu_o med__eno es un t_Na,ngu_o circuncentro del tjánguto ACP a la recta MN
edal. eS l O Cm, CalCUle la diSt0Cia del CirCUnCentiO
II. El jncentro de todo trjángulo ó_jco es el del tnángulO BDP a la recta MN.
ortocentro de su triángulo antiórtico.
III. El incentro del triángulo ex incentral es
ortocentro del tnángulo antincentral.
_v. un t_ángulo tangenc_al puede ser D) IO Crn E) 20 CIn
rectángulo.
V. Todo triángulo pedal es ó_ico. 2_. _ un _ágono conv_o _CD_F
los lados opuestos son p__elos y
A) VVFFF BJ W_ C) V_VV m_AF=mqCD_=900. Si las distencias entfe
DJ VF_F E) _VVF _B y __, _D y _F, _c y _F son respectjvamenie
iguales de d, c_cule ta medida del á��ulo
tI. _ circun Ferencias S_ y S2 de centros OJ y O, dete,rn_.nado , B-_ -cF
respectiv0ente se intersecan enA yB, el rayo
O _B interseca a S, en F y el rayo O_ interseca
, l B d _. , A) 600 B) 300 CJ 360
aS1 en___QUepUntOnOta_eeS e tn_gUlO
_ D) 720 E)450
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RA__N DE 0ot tEGmENrot , ,_ '' ! '

Se denomina razón de dos segmentos al _ n _ n
_ente de valores nu_ne___cos _presados en _a Entonces _ = - , de donde _ _ _, es
P_ l AP+P_ n+l
EniSmaunidad. _ n n
eCIC, _ _ _ dOnde _ eS menOf que la
.em(oJ A8 n+l n+I
unidad, es decir, al rnoverse el punto P desde A
AP
_ 6 m _ haSta B la faZÓn _ Vafía deS_e CefO haSta UnO_

enlonces solo habrá una posición de P de tal
AP
manera qUe la f_On _ = n.

_ur0 Il.l
'e___,9__a '__n___ ;_"" , _",",_^_______'?-_-_,________ _ _____ss_;_,___n__c __c, _ '__i_: _____ _ __'/g_
_ _ _ ____'__" ___''_''_, __,_,,_____?__,_,____%'^'^, __,_,,__,,,_ _�  _-_-__' __________;___,_,__?_,__--o_n__,,,_ ,____^e_,_, ~______;c___,^,_ _'___?.
_ la ngwa l l .l, AB _ene como longi_d 6 m y CD ' __' _ ,_,~_:__'?_,i___v'__'_'' __'__,_''i'_'i^''_^'______'___4_'_a''______''_'_____'______^_____'________'___ ___^0________%______m____'________^__,__'_,__' ' _J___'___'s^'____^_'^^____n___,'____'"___^_^'_^^_^^_^"_^_~^%^^^'__%'^''^^^^%'_o__''^'_oo'!'___'__4__'_'___''_9'____o_''_'__o__
,__''_'_'''''^' V ''mM_' _' _' ~_'_M " - '~'' _
tiene como_ongjtud2m_porloque_arazo/nde _"'^'v'__"'_' Debido a aue el pun'o P _e_tenece __
_B 6 _�/  al segmenlo AB se dice que dicho punto _
dichos segmentos será _ = - = _. __;_ d_.v_.de ._nte,namente a d._cno segme,to en ;-__
__ _a,azo,n_ _
c _ ' _ ?__ _;___ :'c'^,'__'___''''__'''_'''''_'__'''u_' _n __ _'_'___M__'v' _ _,_, __'''__'_:_'^__'_'__'_''_^'_'_^''__o__:_''''_'_ _s ,_;_______'_n_,________;v__;''',,__'___ __--___ _-_ _______^''''_''__'_'______ '__ ______'__ _'_,---_ __\;5_,v-_____, /X_M__C____ _0,m':,__ ' __ ' __ ^^0o^
_ _,,_ o, __n / / ' ___ _ __ _ '_ ;____ _^,,_,,,,,_o,__o_,, _ _' 'm/ _ _ _ _ ___ _n__,__,___o________,_0___o,_, _,_,o_,__,0 _ _,, _ _ _ _ __ _, __ _ ____'___ _ _ ;, _____ _________, _______,_,_o_, _____ _b, __' __/_ _h ñ_ _ _> _ _ ' '_ _ ; ; i __ _ _ _ __ _ _ _ ___ , , ,
?__'''~v_n "' _'^'^^^^'_' "' '___^'^^'' M''"'~^'''' '"v" '"'''^^^ '__' ' __v^''''_^'_ , ;'_ , , '''"'"' _'/'_'_\'"''''"/'__'_"-_et"'q___x__J4wy-___n_-"_
En los enun_iadus de los problemas de _,^
_ este capítu_o, la F_ón de dos segmentos se 3_ TeOrema
ueden indjcar de las sjguientes Fofmas: __,; _lSte Un pUntO y SOlO Un DUntO QUe ßefteneCe
' MN 5 _ a la prolongación de un segmenEo, tal que dicho
__, _p _-3 ; 3(MN)_5(PQ);MN:PQ=5:3 y ' pun_o d_'_-de a d__cho segmento en una ,azo_

_e _ se _ee MN y iQ se encuen_an en la r_ón de _ dada (raZÓn _'Om't"'a), d' tal fOCma qUe e't"
_ ;_ razón sea mayor que l_ unidad.
dn 5a3. _,
D_moslración
Teorema
Exjste un puntoysolo un punto que pertenece a un _A B _ _ _ _ _ _ __
segmento de recta_ que divide a dicho segInento
en una razón dada (raz6n geométnca).
Sea Q un punto que pertenece a la prolongación
Demo_lr_rión
de AB, tal que _ m n (razón dada), enlor_ces

.,,0_J_ AQn d AQ n
= - de dOn e _ = _, eS d_Clf,
BQ l AQ-BQ n-l
Sea P un punto que pe_enece al segmento AB,
_ AQ n n
alqUe _--_ ra20n a a. -=- On e - eSmayOfqUe aUnl _.
_-l n-
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_. _píTu Lo x_ Proporcionalidad de segmentos

i, al movecse e_ pun_o Q desde B al in F_nito ___ ''-c _-____ _:___o_0,;:,'_,o_,,_,;__,__,'__,,o,_,_'_,_,____,_,_,:o,______^'_'___'___0D__'__vn___'_'__'___'''____'_'_''_''o'''_'^___x_',___n'___sM__,_______,_,_________;________,_,_,:_____,_,a,00_,__,___________,__,_,__,__0_,__,_,_,__,,__,_,___''___,__,___,_o_,,_m_R_a__jnC___,_T___'_?__:___m_,,_'_,!,__'_''_'_"S'_x_h________'__,_^__:,_C___''___:_____X_________-__,__'?_'___''__o
, ' ' ^s_ _0__ '' ^ _ _D _ ^ ^0v ^'_ ' ^'o ^'__ ^ ^' ^ ^'o_ ^ ^'_ ^ ^'v ^ ^'_ ^ 'c ''_ ^'_ _ ^o_ ^'_ 0 'v__ _,__,_____ -,_ __'_ ___ __ ___,,_o_,_ ___0q _ ao_a ___ _'_ %_0"_0_, _^'_ ^'_0 _, ^'__ ^^' _ ^ ^'_ _^__ ^ ^_'_'0 __ ^'__ ^^'__ ^ ,'__ _'_, ^'__ ^^'_, ^ ^'__ ^^__ ^ ^'_ ^^'_, ^ ^'_, ^^'_ ^ ^'__ ^^_'0 ^ ^_ ^ ___ ^ ^'_ ^'_, ^ ^'_%^'_ ^ ^'_ _ ^'_ ^ ^_^0, __'__ _ _ _^ % _', ^^_ _ ^__ _,a _ ^ % _ ^', ^' ^ ^_ _ ___'_ _'0 ^ _^ ^ ^% ^ ^^^_ ^ ^ ^% ^ ^ ^ _ _ ^ _ _ _ _ _ _ _ _ ^__ 7 m _ '__ _e_ _ _ __ __ X_;__ _ __ _ _ __ __ V ^'_ _00v __ __ ___ _aa a__ __ _ _' __, _a',' __' _,' _, ^'__'_, _ ^'_^'__ _'_, ^'__ _ ^ ^'___ _ _0,'___ __ __ _ ^'_ ^'__ ^'_ ___'_ ___ _'_ _ _ ^'_ ^'__ _'_, %__ _, ^ R ^ ^ _ ^ _^_ ^ ^ ^ _'' __
AQ '^i^'__ ,_;,.__,____o_''_"__i_''""_^^^_'^ '"'''-4" '''___^_^^^_'0'"_^~'^^"_'^'^'"^'^^"' _' '_ ' _'"''''''' ' ''''' '___"_^^^''^"'^"^^^^^^_ ^^^_^^^^ ^^'^^^^^^^'^^_^^^^_ '^'' _,__
_ _O_ Va�a  des__ UnO haSta el lnflnltO_ _.__;'__ ''' De___do a ue el unto e_enece a _a 5__
/unaso_a osl,c__o/nde Q a,a _'__ prolongaci_n_eAB,sedicequedichopunt_ ___,,,o,,o
, __ divide externamente a dicho segmento en la _.___,',
bcu_ ,Q =n. ';_; ,azón ge. ;;_,^_',,

,, __MEN_0t PROPORtlONA_ES ' _'_ ' '

Dos segmentos rectilíneos, son Si existe correspondencia directa entre lus
_porcionales a otros dos, cuando tienen la valores de 0, c y b, d, la proporción será _irecta,
. /( d . , d.ab
' _Sma raZOn CUan O SR menClOna FaZOn nOS e5 eClr, - = - _
c d
_tamos re Fljen_o a ra2ón geomét_ca). . , . _,

la inversa _e los dos segundos, se formará la
. _emPJO_ , d
proporción inversa, es decir, - = -.
c b
-3 _ Y si la razón entre el pnmero (a) y su

correspondiente (b) es igual a la razón inversa del

5 rn_ CD 5 segundo (c) y su correspondiente (d), se tend_á la

._o/nrec_/pFoca esdec__r a d cu_qul_
b c
In_ a d
e los segmentos de la proporción - = - se llama
b c
C! D' A_'_ 6 _ 3 cu_aproporciond.
IOm_ CD' lO 5
Si en la mencionada proporci_n fueran
; iguales el segundo y el tercero (b=c), se ten__á
F�gur_  Jl.9

D En este caso, el segmento, cuya lon_itud es
Como podemos ve_ al _ener AB, CD y A_; b resu_ta ser med.la ro orc,.

C D' la misma razón, AB y CD resultan ser dos.
.onale,aA;B, cn, esdec__F se cum p_e La mediaproporc iona l s ign i F,caque
__ A'B'
CD C'D' b=_
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Lumbreras Ed itores G eometrí4

D_v_t_6N o _Ro_oRc_óN ARmóN_cA

Si dos puntos dividen a un segmento, Teorema
uno internamente y el otro externamente en Si dOs pUntOs C y D dividen armónicamente
una misma razón, entonces djchos puntos a Un Se_mentO _t (O eS el PUntO _n_diO
de este segmentoJ entonces se tiene que
Se enOmlnaran COnIU_adOS armOnlCOS COn
(OAJ2= (OC)(OD) (Relación de Ne_ton)
,e aClOn a dlChO Se_mentO.
Demostración
A C B D

F_ura Il.5
F_gura

Si O_ punto medio de AB_ entonces AO -_ OB
a Flgura l l .5 mues tra al segrnento Ad que c o m o c D s o n c o n_ u a d o s a, m o_ n l_ c o s d e A
. v _. d l. d o., n t e r n a m e n t e o, e _ u n t o c e n _ a obtenemos que
AO+OC AO+O_
razón -c_, y externamente por el punto D en la OB - OC OD - OB
,nAD AO+OC AO+OD
BD AO-OC OD-AO
(AO + OC) (O_AOJ _ (A_OC) (AO + OD)
AC AD
Bc-_D _2(Ao)2

2
Los puntos CyD se llarnan conjugados arnIónicos,
respecto de A y B y recíprocarnente; a los cuatro Teorema
untos A g c _ se les __aman a,món_cos. SI dOS PUntOS C Y D dlVlden armÓnICamente d Un
segmento dado AB, se produce que
Teorema
s_ dos puntos c y D son con)ugados armón_cos, -_2 �  -A1c + -_l (R'l"C'Ó^ de D'''^''e')
con respecto de los puntosA yB, recíprocamente;
tambjén A g serán coMu ados afmónjcos de c DemOS_aCl'O_n
yD. A c g D
AC AD _------_---"_-_""_-
Of hlßÓteslS t_nemOS qUe - = - , de dOnde
BC BD Fi_Yfa
Sean C y D conjugados armónicos _e A y B , ,!?_
entonces
-=_ AC AD
BC AC -c_=-_D
AC AD
AB-AC AD-AB
Se plantea así que A y B son conjugados
_ a,mo,n,_cos _e cyD. (AC)(_J_ (AC)(_)'_(AD)(AB) ' (_)(ArI
2(AC)(AD) _ (ADJ(AB) + (AC)(__J
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CAPíTULO Xl Proporcionalidad de segmentos

Dindiendo entre (AB)(AC)(ADJ.
A A' 3
.. _2 1 _ ) _
Ag__c _ a _,'
4

_ta relación se aplica especialmente en óptica
eoméf_ca. C C
D D' _6
rEORE__DE___E_

Si dos rectas cu_esquiera son inlersecadas
por una serie de rectas paralelas, entonces ,
dichas rectas paralelas determinan1 sobre Ias 0 _,_,, 0
dos rectas dadas segmentos proporcionales F F! 8
' _
respec_vamente.

_m__cr_n _ _2
_a realizar la demosEración basta probar: (a)
l. Si para dos segmentos cu_esquiera de Ia
_nmera recta' estas son congruentes (de se_ m___ y _ __ ,ectas dadas __ _ æ ^_
2 31 Qt 5' 61
igual longitud)_ enlonces los segmentos M_ __
! . 1 8
; COfreS_On lenteS en a Se_Un a reCta .
SlA8=D_=0 t A_'^-D_'=_
también son congruentes.
t N . SlBC_'_F''b t B'C''_'F'''n
. l en a pflmera reC a_ UnO e OS Se_men OS
. n, d o s e s._ u a _ a _ a s u m a d e o _ o s d o s Se o bserva que
!t dete,m;n,d,, en la m;,ma ,ect, entonce, DF t AC1 DF = _ + BCi
! D'F' - A'c D'F' - A'B' + g'c
t ,e; s_O,___P,O,nedc!_e,n_e, _emb;.;,h,:,,S,e,gma e,an_Oum; '

de los correspondientes de los otros dos A A' _
determinados en la segunda recta. r _
sean _ _ las Fecta, d,das , â_ _ m
I_ 2_ 3' B B'
__, _s1 _6_ _r 7 y _g IaS rectas p__elas, si ^
-JB = _F = a, debemos probar que A'B' y _F son c 6 n
_enles.
-'p-_ ll __ D D' _6
faZemOS A y pafa e OS a _ _
_emos notar que AA'P_ y __'QF son
_. elogramos. _ _ _
_ m_'P_'=m_'Q'F'
_ _ ,F' 6 n
m_A'_'=mq
A'P_AB=0
_Q=_F=0
2
_
t . A'_'
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De _o _tenof t,_a_nos dos rect,s __ y æhora nos preguntamos si cumple el teorema
1 9 / f
_ paralelas a __ tal que los se mentos e eS CUan O a CaZOn eS e a OCIna _,
IO 3, f2
detefminados sean a b, como se muestra en On e f1tfj C _
la Fl_UCa I l_&(C)_ _ _% m m_ e a n _
_ _2 _3 S U p O n _ a m O S q U e O S
, _3 seementos AB y BC _enen una medida común e,
' la cual est_ contenida n veces en AB y m en BC;
4
a ra2ón de los segmentos será
b n
C C' s _A_-_n -_n (IIIJ
BC m_ m
6
_; m__! _7 A A_ _1
b n F, _
Ga m Gr __
b n Hr _O_o , _

0j _2
'
Por lo cual,AC=a +b yDtF= 2(a +b)
AC _+b l (_)
Dn-_2(a+b)-2 C c _
A'C =m +n, D'_= 2(m +n)
A'C'_ m+n _l (1_) (n
D'H' 2(m+n) 2 _ur_ JJ.8l
gua l_do se t iene s _. o F c a d a u n o d e _ o, s e m e n t o s d e d ,. _. s ,. o/
AC _ A'C' de AB y BC _azamos paralelas a __, se sabe
_'' D_ D'H' 000 que los segmen_os A'B' y B'C _Tnbién quedan
divididos en n segmentos congruentes en A'B' y
Pe_utando DY y A'C se liene m segmentos cong_entes en B_c, po, lo que _
_,_. ... .._. __ D_ r_�n  de los dos segmentos es
A'C' 'D'H' A'B' n_' n
B'C' me' m
''. _ 0 _ _ i'_________0___0___,_,__'_,,0__,0_,,__,__,_____0___D______,_D____,,_,0D,, _0__,l__l,. i 'i__'____ a_'0_a_0.e_,0__, ____ _'_.____' '__a____''_____^__'_a___,__e______' __'00_0_,____0__''__'__'0 a_ ___o'''_,_'___,0__0'0o___D'_______,_____0,,_'''____'_o0,'_0__0__,_0,_,0_0______o____i__'___g_______il''__,,__,'_____,__.a'_,,_?,,__a0_'_,,______0__'00o__0i_______'.___0o_i.____'.i___'__' __,_'_'_,__',''_'_______ _,'__'_'__'____,_'_'__'_____'_____'_____'____'___'____,_,'___,_,_____,__________O____,______'___ ___0_a____9,_______,.____i_i__.'__..'ii__ _____e._'a__.____0?,a___,?______,__,___,__aa_,i _'i,,__,_,_.__'v,,__a___,'__' ''_' '____d_''__0'_%___'a_..___'__0_________,_o0__0___00,,0i__'oeo_oo_o'ao,____08_,_________________0___,_______,'_i__'_i'i_i'_'___'_,_g,____,'______,._??i_i'___'_'_'a_____,
i___ie_....=,.o.._,..og__g,,._.i._ ' iii_, _. _' _'__ ^^' __'_____ ___ ^^_'_^^_, ^_'_^,_'_,_ ____, _^___. __,,___''__.___d,'_,____,g_d'_, ___,d''_.''___._'_, _''__'__ __'d_.'_0..,,.....................,.i,,. _... _.,...,...0...,_.0..,,,,..,..,,._,_,.,...,.,,,..,. _......,,,.,. ,.,.,..0D,,,,,... _,..,_,, __._0_,;,._. _^,,o^,,_,,,,__0,_n;,_, __.___,, ^0'_0',, __0_,, __,,,_00 __.,0,^0o0,__0,,__00o_,,0 __,', ___,___'_,,e_,,,,e_0,_ '0,_D,^_,___,,,,,_,,_,^0,0,_ __,,^^00,,, _,,_'__,,'_,_,,'_0,_'_,_,'__,,^'_0, ''^'__,, _,^00__^^,,_,o ^^'',, _,,0 __',,_^_,,,___,,,_,,,_''_,,__,,__, _1_., _,,._,__.._,.,,a__,..,?,_..a...,....._._e__,_._,._,.,_.._ __.._i,.._0,.0.., _,..'i..____,_,,,,,_,,g _.,i.___,..,.,.,_, __,.._.,__.=0__;.,_..,.,.._, _j_,..._ _0._o,___..i....,_0,_,_,,__, __,_v__',_v_,___%, ^'_, ___,'''0,_,_,._,__ _;__^__ ___ _.^_._ ____ _,^____0_ao,_._..,...,_,''_,_.._.._._.,'__. _'''_... _'_.,,..__?_...',. _..,,____,_,,_,,__,,?_.,,,___,, _____,__.___,,,e __,,____e,,_,,,,,.__,,___,,__,,_,,, _._,,,_,,,.,..,?,__,.__._,.,.___,0,0'_, __.d_,_,^_,p _,D,D_ ___,_ __0__._._,__ _0_._,,.pi 0_,.___.ii __.._.,.._,. _.,____.__o,_0_.8 __,.,a_____,,_ __o__._0.?_.. _O^^,,____0_,_0oo__0'0_o _,_,0_,____,_.',,,__^__,,0 ___0,_,_ ^^'_,__'__,,,,
^^'_,,,'___,,_,^'___ __ _____0,___,.__,_,^__,,__,,_._,e_,a,_......_gi_.,..__..._a__._.._...__i_...___1?__.i_.l..'_.._._..._ii..'_.l.,_'__.. ( S i e n d o _ ' l a l o n g i tu d d e l os s e g m e n tos
_____^^__O_,__0i_,',____'''''^__''''^'_ '_''''''_.'''' determinados en q ). .
,_'_._._._____"- lO qUe Se ha COnCIUldO eS CUandO la ,i'_'__,
____,. ,_o,n es __ pe,o _dn,, se, pa,a c,_qu_-e, ''_','_...'',. Como consecuencia de igualar (III) y (I_
__.,____,,,._ razón n/m (n, m) c _'. _'_g'o_,._.._'_,. J4g --:---__--- ig__
iii,.i''_i...._,.. Este teorema no _ene recíproco. _g'l.'i_,.._,,__.. '''B-c_-_-- g___ ..
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CA__TUl0 Xl Proporcionalidad de segmentos

La igualdad anlerior se cumple para cualquiera _ Bc B_ct _

,_By8C. Bc B_c,

común, por ser inconmensurables el uno con
e_ ot,o. Recordemos que n es un número nalural (n>O)
_a AB = n_ (M) -n y tiende a cero (O) cuando crece
UP0"_amO'4Ue U^'d^d""''m^P^'t'd' AB ' er,n;d,m e.po,ende
esté conlenida más m veces, pero menos (m + l) . .,. ...... .... ....
_-eces en BC, es decir, _c Btc_ ''__ii
m_<BC<(m+ IJ_ NIl) ... _B -- __g_ i
Pbr consiguiente, si a la relación (Ml) la di_dimos '0''. 0.. .,. _''
en_e A8 se tiene También

m_ BC (m+l)Q AB A'B' '''__i
-<-<- i_= __'
AB AB AB i__...B_ 8'C' __
mP BC (m+I)_ '''''''' '
- < - < _ Comp_ando la igua_dad anterior con
nAB _ .
_ < BC < _(m + !! (nlI) gene_al.
nAB n
__'s__o/,de _osse mentosAB Corolario 1
_- _ se tra2an p__elas a __, se tendrá Toda Tecta paralela a uno de los lados de
A__' _ ne' (_) un t_ángulo determina; en los otros dos lados,
mQ' <g'c < (m + 1 )Q' (X) segmentos direclamente proporcion_es.
.tho_ si la relación (X) la dividimos entre A'B', B
_6ene
m_' <B'C'<(m+l)

m_'<8'C'< tm+I)
_' A'B' n
m B'C' (m+l)
-<_<
n A'B' n
-_ _ _u_dad (Xl) multiPlic_os POr (-I J A c
.'m+I -_'C' m (x__) (0)
-_ <-<--
n A'B' n s_.__/A-c
Secumple ._

m m+I BC B'C' m+l m -__.. .
n _ ABA'B' n n ... .
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Lumbreras Editores C eo met ría

Demostración _p Be

Por P se traza .¢_ par_ela a AC.
Aplicando el corolano l

(__)
P Q _ Igualando (I), (_l)

A C De lo anterior podemos af_rmar que Q es 4_
(b) debido a que ya dernostró que para un punto de
Fjgur_ Il,9 un segmento tiene una razón dada.

e traza __ //_ //AC_ al aplic_ el teorerna de
Tales se tendrá
torol8rio2
Toda recta paralela a uno de los lados de un
-pA = _c tnánguIo que interseca a las prolongaciones
, de los otros dos lados, determina segmentos
dire c tame nte proporcional e s.
Recíproco deI corol8_o l
N en ,n _,ta_ng,lo, una ,ec_a seca,_e a dos _ _M _N_________._________
Iados deler_nina segmentos directamente \_\ ,_'
proporcionates, enEonces dicha recta es paraleta ' _
_ tercer lado.

_emosttar_ón

A

P e_ _j Si__//AC,
, secumple

A C NA -_C
(_)
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cApjTu Lo x_ Proporcionalidad de segmentos

Demostr_rión sea AB c_
a' N _ _
\\\ /,' porMsetraza_J paralelaaAC.

AB C_
BN' BM
Igualando (I) y (II)

BN BN'
De loantenorBN=BN
Como tienen igual longitud podernos decir queC)
M M
JV es N también _J es _.
j_ura IJ.lO _
._. _//AC
Se tfaza _r/J // __ //AC asj al a licar el Teorema de
I '
Tales para (_; __J) y (_; AC) Se tendja Que
................... ..,...................,_ En todo triángulo, una bisectriz intejor
divide internarnente al lado al cual es relativo en
__ = Mc segmentos proporcionales a los lados contiguos
. ..,..................... .... d. .d. , (adyacentesJ a dicha bisectriz.

Recíproco del corolario 2
Si en un triángulo, una recta sec Oante a la_ O_
rOlOngaCiOneS e OS
segmentos directamente proporcionales_ ,
entonces dicha recta es paralela al tercer lado_

Demoslr0ción
M N; __
__ ,;N' _l tm+n_
\_

Del gránco al ser BD bisectjz que divide
internamente a AC , entonces

ADAB m_c i.
A C ..
F_u_ Il.ll -
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C_PíTu Lo xl Proporcionalidad de segmentos

Teo_m8 En el _ABC (Teorema de la bisectriz extenor)
.a,ngulo Ias b__sectn,ces de un a/ngulo A_ _o _
C_ BC
interior y de su correspondiente ángulo exterior
di_den arm6nic_ente al lado opuesto a dicho I_Ual0dO (I) Y (Il)
á�gulo.  AD_A_
DC C_
/' Por lo tantoF D y _ dividen armónicamente a AC.
B 'g
... ___.,0,

,.,,_,,,,_,,,,_0,o,,__,,_0_o,o,,_,,,,___0___;o_",,,,,_'__,___,______,,_'__,_'___'''''',:''''__,'''_:''__:,:''__,_:::'''_,:'__:::''_,::'___''_,:''_.::''_,:,''''_,:;. Es el conJunto de cuatro rayos que tienen
____________^'___,__,00,__,_'0_,''00,__^_'___^^^0_,__,__v_^'____ ____'' ,_m'''_'''_____''_:_''''4___:___'''':'''__':''__'''''__''_:'''__'''_'''_''_:'''_''_:'''_'_,'_''_:'_. _
..__e___..,..,.._.._..._.._____^'_,,,^'__,,,^'_,,,,'__,,,_^_,,,,,'__,,,,'_,,,,,'__,,,,'_,,,,,'00,,,,_^'_,,,,,'_,,,,_'_,,,,_,,,_,,,,,,0_'0_0,^00,,00o,0,_,,0,_,o,_00_',,,__,n,.__'__'''___,__;_,,,___,___,','_,_,_;,_____,__,___,_______,:____,.__:__,_.___..._:___,:____,._..,.... en COmUn e orl_en y qUe de_erm_nan SObre
_,_''i0_'",_''',,_'____'_,'^^''__,,^^''_,^^''__,^^''_,_^^''0_,,^^'0_,,^^'_,__,''_,,__,''_,___,,___,''_,,__,,_0d___,__00,:__''''_'',:_'::''__.:',::'_._'_,::'_._,__'''_.:'_,'''___,:'_''_,_._;'''',:_'''_''_;'''''''''' :_^_- cualquier transversal a ellos cuatro puntos
A D C _ armo/n_.

(bJ
Dela F_gura lI.l3,
BD: bisectnz del ángulo interior ABC
d_; bisectri2 del ángulo exterior C%Q
_ cumple lo siguiente:
D y _ di_den armónicamente al lado AC.
_mos__ción O M l T
e,.

B 'g D
0
__'
B C
F_ur0 Il.l5
.t D C _
O : centro del haz _mónico.
b
F__ JJ.J_ ,-_ : recta transversal a los cuatro rayos.
OB, OD : conjugados _mónicos de _A y OC
i1 el _ABC (Teorema de la bisectn2 interior)
yviceversa.
o0 __a 0D
DC BC ' , Y ' PUn OS armOnICOS'
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Lu mb reras Ed itores G eometr ía

_EOREM_ DE_ INCEN_RO En el _ABL, se aplica el teorema bisectri2
. . inlerior.
n todO trlángUlO, el InCentrO dl_de
internamente a una bisectriz inte_or en - �  -m
segmentos proporcionales a la suma de
.ltudes de dos lados cont__ uos (ad acentes) En el _ BCL, se aplica el teorema bisectri2
,sectn.2 _a _on .ltud del lado al cua_ es in te _or
relativo a da icha bisectnz. - -- _

O_ De CI}_

y m+(b-m)
C a . 'x c+__g,
' ' . ý- - b ___ _ __

A L C e_ excentro d_._.
,, b_, En tOdO trlángUlO,
externamente a una bisectri2 inte jor en
segrnentos proporcionales a la suma de
_elaflgUCa l 1_l6(a),leSinCentrOdel__C, longitudes de los lados contiguos (adyacentes)
qUe di_de lnternamente a BL. Se CUm_le aSl a la bisectn2 y la longitud del lado, al cual es
' x _+c ' relativo a dicha bisectjz.
y b. B

Demos_ac_ón _ _'

_ P ,

/// Y '''_____ _
A''' ____ L b_m c (a)
_b
(b) ABc relativo a _c, que djvide externamente e
F_ura Il.l6

e trazan AI y CJ (siendo biseCtnCes) Sea B_ = x, D_ = y, se cumple __,,. - = - _!
ea__mi LC=b-m ',,,,,,,,,,,,,_____________,,,0'
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_b_EnJ_r JA_y____\ _0_\\t\\\\\ \\\ Il Ill,,,bl_lse,c_tzcex\ten_or De__l_a Flg_ura___l___l____7__(__0_a_______)_0 _l___ __(bc)_b__a________________________t_____tt___gt_B_____/_/_/__(__)

cApíTu Lo x_ Proporcionalidad de segmentos

_moshación g ,/,t"

C. _ __

C a __ _.. .
A c L
X
(a)
m b-m
__0 D a ,U\ - _
J' 0 '\\ ,' a \\ _esexcentrodel_ABC, relativoaBC;porloque
_ _\ ,/ '\ securnple
' ' Y ,,' _'

\. ,_ _m_hación

_ .. D_0

(b) C.., a---_-- ._,_E
F_ur_ll.l7 -_____=_,-------_-__--___-_---_;__--_---_ - ' -_,,/
como _ es excentro del _ABc, se tra2an las __ _ ___:__':' __ Y_'' _v_ o' , 'd _''__
-_sectn.ces ex_en.o,es A-E y -c_ A c L
' tb+m_
a AD=m,DC�b-m,  B_=X,D_�y
el _, Se apl_Ca el Ee Orema
_ur0 Il.l8
-X=-C (l)
Y m como _; excentfo del _ABc
En el _CD_, se aplica el teorema bisec_2 _tenor _ mqBC_ = m_C_=_
x 0 m_A_=m_A_=a
y -- _b-m (ll) En _ABL: Del teorema de la bjsectj2 interior
B_ c
_(IJY(II) __ --_b+m
X C+a
- _+ (b _ mj _ _BCl: Del teorema de la bisectnz intejor
........,,,,,,... BE a
. _X_Cta'_iii _l m
y b..''.i
_eorem8 B_ c-a
En Un tnán_ulo, el exCentrO relatiVO a Un ladO _l ( b + m) _ m
_jde internamente a una bisectriz extejor en
_ementos proporcionales a la diferencia de las B_ c_
'_gitudes de los lados conti_uos (adyacentes) a '_ -__ =
_'' bisectnz y la longitud del tercer lado.
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Lumbreras Editores C eometría

_EOREMA DE MENEUO En el _Bc_, se aplica el coro_ario del t
Toda recta secante (transvefsal) a un de T_eS
tn_gulo, que di_de internamente a dos lados BQ Rl
y externamente al tercero, determina en dicho QC CR
tná�gulo  seis segmentos, t_es que el producto
e(l)X
e las longiEudes de tres de eIIos sin extremo en
común es igual al producto de las longitudes de __ _BQ -_ __. _Rl
los otfos tres. P_ _C Rl CR
g .APBQ 'CR
i'_.____c'_A,R'

A Q _B cR___'_''c_''0''

_EORE__DE_EV_
A C R En _odo triángu_o cada una de las ce_'
_ __nlen_o,es concurrentés d____
(a) lado al cual es relativo en dos se_mentos, tal que
_ el produclo de las longiludes de tres de ellos_ sin
De la F_gura l l. l9(aJ, la recta _ es sec_te ext,emo en comu_n es __gua_ a_ producto de
_ tnángulo _C. _ong_tt
Securnple B
._'___ 'cR
_P_.0- 'AR 0
Q
._. __tAP .B_. cR--i_'. ßC.AR ''''__,...

_moshaç(�n  P
B

Q ''___

' ' t _. _ _ (_)
A _------------R -----_-__- De la f!_ura l l.20(aJ, las ce_anas inte_ores
AQ, _R y CP son concurrentes en M, si los pies de
las cenanas dividen internamente a los lados del
F_y_ __.Jg __C.
Se cumple de esta maner_
Se_Blp_elaaPR,_ent_queenel_l Ap B Q _
se ap_ca el corol�no  del teorema de T_es. -p _. -_ c _-RA = l
AP AR
__ - __ '. .-AP- .BQ. CR=P_. QC. _
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cAp_Tu Lo x_ Proporcionalidad de segmentos

Demoslr_ción B
B

Q

P '
M

(a)
A ' ' _' _' _ ' c En la Fl_ura Il.2l(a) AP, C_ Y BM: ce_anas
concurrentes. Por lo cual se curnple

(b) '_?t' A, M, c, N,._ fonn0 una cuateina w. m__ ónjca '''''_,.
F_ur_ll._O ''''' '' ' ''o"' _'' '
_ Demoslr4ción
Del _ABR (PC es secante), se aplica el teorema
deMenelao
AP BM CR
p_'MR'cA _ Q
Del _BRC (QA es secante), se aplica el teorema
demenelao P
MR BQ Ac
BM '-_c '^AR
de(l)X(II) A _ _-------------
(b)
-.-.-X-.-.- = l F_ufa JJ_J

_ABC: teorema de Menelao
AP Bß CR_
-__N - = , �  , ,
AQ_dP_AN (i)
._. Ai.BQ.c_=i_.Qc.AR QB_PC CN
_C: teoremadeCeva
Teorema A_. BR cN = _B. pc.AN
M un tjángulo, al trazar tres cevianas interiores AQ.BP AN
concurrentes y la recta que contiene a los pies QB.PC CN
de dos ce_anas e interseca a la prolongación Igualando (I) -y (ll)
del tercei lado, se cumple que los cuatro puntos _M _ _
determinad0s en la recta, que contiene al tercer C_M CN
lado, forman una cuaterna armónica. .'. A, M, C y N forman una cuaterna armónica_



___b _c _ __ _ _ _paFe____N_s__e c_umple (a) _M anas

Lumb rerae Ed itores C eomettía

Teorem8 En el _ABC, leorema de Ceva
En un triángulo, al trazar una mediana relativa a _(c)(eJ _ b(d)(a)
un lado y dos ce_anas inleriores relativas a los (c)(e) = (b)(d)
otros dos lados y, que son además concurrentes, c d
entonces la recta que contiene a los pies de las b e
dos cevianas es paralela al lado que contiene al La relación anterior es recíproco del corol0o
pje de la medjane. del leOfema de TaleS_
.N. ¢//AC
_
1EOREMA DE VAN AU_E_
c d En todo triángulo, al trazar tres cevi
concurrentes se cumple que el punto de
N _ _ concurrencia divide a cualquier ceviana R_n
segmentos, cuya razón es igual a la suma de Ias
e ra2ones de los segmentos determinados por las
otras dos cevianas en sus lados adyacentes.

. B
A _ C
_0+a_
(0) '
En la F_gura l l .22(aJ Bl: mediana y
AM, CN: cevianas interiores
se cumple_//AC.
P
Demostr_cjón
B
A N C
d

AM, B_r y CQ son cevianas concurrentes en P.
N _r _ -
i'0_ ' '''
e )-N-- At-p

Análogamente se cumple para AM y CQ.
A L C
_a+0_ _, _ ' ,
AP CM +CN _''CP CM +CN'_
i_-__B_A ___,__Q-___A!'__
__4r_ Il__ __,,_,.. '__, _.,_.J
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C&PíTUL_ xl Proporcionalidad de _egmentos

De_o___ción B

Q M ,, Q
P A c -_-^-' -'_i __
(0)
, Si C: baricentro del _ABC _ - _ - + -

Demostración
(b)
Fjgura lJ._3 .
En el __ABN: del teorema de Menelao '_
(QPC: recta secante) '_
BQ iN Ac _ (_) '
QA_i Nc- __, '_m\_
en el _NBC: del teorema de Menelao A ,_ o F \ c
(_M: recta secante) _2__ _ + _ + 2e_ q __
BM iN Ac
__c '_Bp --_- Fjgur_ IJ._9
De (I) y (lI) tenemOS Trazamos la me_jana _o.
BQ _ _BP. _NC (Ill) se sabe que Ao _ oc _ G peftenece a _o
QA PN AC por propjedad; Bc = 2(Go) = 2m
BM_BP._AN (IV) SeaAO�OC=3_  y CQ=q
MC PN AC par G trazamos C_ // B,4 _ A_ = 2(_O) = 2Q
Sumancio (IIl) y (IV) por G trazamos GF // BC _ CF = 2(F0) = 2_
o_''a 'Ue
QA Mc - pN ' Ac G_//MA _ - - _+9 (I)
GM 2P
Bi BQ+BM __
GN 2_
Teoi_ma GQ G4 2P
En un triángulo ABC, de bancentro C, al trazar GM _N 2e
una rec'ta por G que interseca a dos lados y a la Dj_diendo entre GQ
prolongación del tercero en los puntos M; N y Q I I _ I
respectivamente, se cumple que CM GN GQ
l I +l I l l



_sDl __ ______Q_ pB_ll__r_ Ilpl_p_e__ t_t__ __M q_ _ _cc_QeMAM_ptAMAMJIJ, NB_JNlpllll_l _BQQNpc _ pB_ _ _ _Mc

Lumbreras Ed itores G eometría
_EOREMA _E _ER_OYNE _AQC: Por el corolano
tod, t,,_a/,gu_o, a_ t,,2a, t,e, cev;,na, _Q P ___P - m ( _ _ J
concurrentes, la suma de Ias razones de los
;-En__tadosporelpuntodeconcu,,enc;, __C: Por el corola no
.es de cad, ce,.ana cun _, ce,-ana que _a _MP __ _4 - n (iil)
contieneesur_o.
_QP+_MP __(P+q)-(m+n) (m

Reemplazando (l) en (m
M QP+MP__ NP

.N.-+-+-=l

A N C Teorema
(a) Si en un cuadrilátero no convexo se traza una recla
. _- __N y -cQ son cev___as concur,entes en p secante que interseca a dos lados, esta determina
.,_ '''''''' ' '' ' . en cada lado dos segmenlos, se cumple de esla
_'''' _MP + _NP + _QP __ _ l m,nera, que el p,oducto de las longitudes de
''''_i. _ ' ~ C _ '''''.i cua_o segmentos no consecu_vos son _guales.
em0Str0C_Ó_

_
., ;,l N D

A'' ' _mynF C ,_

F__ Il.2S
Tra2amos __//_ yP_//_C así en la F_gura I l ._5(b) ,_
aplj_ando el c0rolano del teorema dc Tales en: (_)
__N Y _NBC si _M_ _ secanle al _ ABcD
NP m n m+n m+n _ _____ _ __ __ ,
_N -_ p -- q -- _+ q -- ^e ___PC._N_.Ae _ NA.__Q____MC_ _O_'d'_.
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cApjTu Lo xl Proporcionalidad de segmentos

Demos_ción B C
B ---

M . N
P .
___C

A, N _ D A D Q
,' (a7
_ SiPQ: secanle
_ _.P_.CN.DQ = M_.PC.N_.A

_ Demoslr0cj_n

(b)
F(gur_ll_16 p B-_ ._C
Se prolonga BC hasta _.
_BAr (Teorema de Menelao primer caso, donde
: secante)
M_NA.BQ_BM.rN.AQ
_ _M7 B_.AQ (_) A ' -_------- -
Nr -NA.Be
_ cDr (Teo,,m, de menelao segu,do ca,o, (bJ
M_. secante) _g__ lJ_1
P0 MC Nr
- _ - _ - �  l Se prolon_an AB y DC hasta que se intersequen
enS.
M7 PDMC ()
_ - = _ _ASD Teorema de Menelao primer caso
NT PC.ND
I_U__dO (l) Y (ll) ' ' Ms AM _
_ -sN=_N_A (IJ

NA.B_ PC_ND _Bsc (Teorema de menelao segundo casoJ
._. BM.ic.ND.Ae -- NA.BQ.i_.Mc Ms i_ Nc
M_ PC NS
Teorema MS M_.iC
i gn u_ cuadrllátefO COnVexO, se traza Una NS i_.
recta secante que inlerseca a dos lados_ esta Igualando (I) y (Il)
determina en cada lado dos segmen_os. Así, se _.DQ _ M8.PC
cumple que el producto de las longitudes de ND_AQ P__
cuatro segmentos no consecutivos son iguales. ._. AM.P_.NC.DQ _ MB.PC.ND.AQ
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lumbreras Editores G eometría

ieorema de menelao lteg_ndo caso_ o se puede plantear
AN BM CT
i en un triángulo se tra2a una recta secante , - _ - _ - =
que interseca a las prolongaciones de sus tres
lados, esta determina seis segmentos.
eOfem_ de CeVa (Se9_ndO Ca80_
Se cumple, por consiguiente, que el s._ en un tn.a,n u _ o d o s cev_. a n a s ex t e,_.
producto de las longitudes de tres segmentos no
y una ceviana interior son concurrentes, estas
C_nSeCUtlVOS SOn l_UaleS.
eterrninan seis segmentos, en el cual se
\\ _N cumple que el producto de las longitudes de tres
B segmentos no consecutjvos es igual.

' _ B

--------------r- A R c

(a) .

Sea MT: secante a la proloneación de los
lados del tnángulo ABC. M N
_ (0)

Si CM, AN: cevianas extejores del _C
Dem___CJÓn BR: ceviana jntefior del _BC
M 0'''''''' '''' ' ''''''''''''__'''' '''''''''''''''''' -''''''''''_
_ _ y N_. CR._ = NC.AR._B __g_

B D
emOSlr_CiOn
S
"____ B

A c 7 .,--
A ''''' R , c

__r_ ll_8 '' '

Se trazaCS//MT .
__ ANr, (corol_,io del teofema de Tales) M
' cT cr N
--- _ sN-AN.- (l) (bJ
_ AT AT F.
6SBC: (Corolajo del teorema de TalesJ
SN CM _ sN BN CM __ En el _BRc _eofe_ de mene_ao _gundo c_oJ
BN BM BM __ARNc QB N_
-'__-=I _-=-
ß_Ac N_ ßR.AC AR.Nc

Cr _ BN CM En el 6B_ (Teorem_ _e Menelao segundo c_o)
Ar- BM QBcRMA _B MB
-_-'-=l _-�-
._. AN.c__M=A_BN.c_ QR CA _B QR.AC CR.MA
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_ cApíTu Lo xl Proporcionalidad de segmento_

t, lgualando (I) y (lIJ Teorema
N_ MB B
AR.NC CR.MA \\\
.'. NB.CR.MA _ MB.AR.NC F ' '\\ p
Teorema - ___ ,Q_'\__
m qA,/, L,, ____,_, '_-_____;.

M T; ,/ / _2_

, A C L 'T
(0) (a)
Si en el _riángulo A_C: ML es secante, entonces -
Si en el cuadrilátero AB_C se traza la reCta PT,
, _, N y L SOn pUntOS armOnlcOS, eStO Sl_nlnCa -
que contiene a los puntos medios de BC y FD,
qUe .
_M_ ML P_Z
rN NL 9 Y
_m OS_aC_Ón Dem o s__ c ión

_ a ,T!., , m F '''''''..:;''''''''''''''----=--_-;_-'___p

' n �'_\_____!__?'______m

' A - C L q,,/ L D _ C

i _%N (Teorerna de Ceva segundo caso) ,_
t a (M_ n _ m (N_b _ _.n _ NT (_) ú
i_ _MBN (Teorema de Menelao segundo caso) (b)
_ _m ._(NLJ ._b _ _ _ _0_n _ _N_ (__) F_,_ IJ.31
n(Ml)0 m.b Ml
Igualando (l) y (Il) En el DF_CD (Teorema)
Nr Nl Da. T__RcL _ Q_. r_.ic.DL
MT Ml n.q.m.z = n.p.m.y
i_ . Mr ML _P=_
Nr -_L
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0
fOblemaS eSUeltOS

Proal_m_ 1 _ m_cor = mqro_ A _ 2 8
_ le n, ufa, ABcD e, un ,ombo;de ,; la ,azón de COmO el _BOTY el _ TOlD SOn l'SO/SCeleS_
las redios de las semicircun Fefenc_as es 3 /7 y r _ m_TO �  mq01TD_0 Y Bt r y D SOn
es punto de tangencia. COlinealeS'
rN En el romboide ABCD:
ND BN=ND

B c B7+X ^_Y
,' _ Br=y-x
' Por corolajo del teorema de Tales
T _y-x _3_
x+y 7b
N ,'
' ,,, 7__xJ=3(x+y)
/' 7y-7x=4+3y
A ' D . x2
'' y 5
A) l/7 B) 2/7 C) 2/3
D)2/5 EJ3/5 _,._.,, _.,,.,._,._,.,,,. , ,,,,,, ,,,, , 0;, ,,_,,0_,,_, 0\ ,...._;.._,. _0______,., .,. .,

Re8olución
PtoDlem82
36 /
o ,' Dela FlgUfatAB--2 Y CD--3_CaICUleBC_
'''___,:_____':::;____._:___._:._'____'''''_::':!, 28
____.___ D

T;, x

_ _..':,_.,,.,_._::;.Y......'_'_ ,"_6 c
__'' '' '' '' ''' '''': ''_. '''' '''' ''' '' ''' ''''' ' ''''' '''' ''' ''' '', '_''.''_'''_. '_'''_''': ''''__.''_''''_''_:______ '___''_''__'' '..
;' _,,,''_, _''''_,''_:'_,:_::::,m;,_;;''.;'' '.' ' ;'_ ..
2g !' :''''''''.'''''''''__'''___;''.,.,.___':.__''__::,./,__. 8 BO 0
A . '''_____'__ '' '''_'_'i''^___' ____n''''''' . D 0 ,_
O_ _ '
F_u_ ll.3_ _/'
A '
Piden
rN x
ND y
_ la ngura l l .32_ O, T Y 0_ son colineales y A) l ,5 B) 2 C) l
BC//AD D)3 E J2 ,5

__7



_pEonr____agBAc|ttt_g_c _______ _ _ _ tt_K tt____ oL___xy m _____ _________ L 0D_

Lumbretas _d itores G eometría

Resolución _ro _lem a 3

En un cuadrado A_CD de centro O, se ubica
_ ... ' el punto L en AD, tal que AL=2(LD), en la
! ' . prolongación de OL se ubica el punto P, tal que
! 90^_ oL
_Q 3 mqO_=900. CalCUle -.
D 9oo_ Lp
_00
'a__ _
_. '. _ AJ l/3 B) l/2 C)3/4
; B_ _g D)l/5 E)2/3
!, 0 --'-_-
!, _ ' N - - _ _ F Resolución

!, _ d C
A 0 0
2ß

2a
O
F�eur_  Il.JJ ;
Piden . 45~,.3_
_-_2 .
-X __: _:___ X
_n u_o _lnten_of. 450 __ __.___________:
' _45o '''' '' /''
2a+w _ 0
8�__  _ _ a=20-w A _4_o 30 H 0 2a
2

2ß+w
=___ _ _�20-W
2 2m y

_ ß=a _53^
2
ypor_ inscrito:
'P
rnqAEK=m__F=a
F_ura Jl.J4
- - Piden
y ED: blSeCErl2 lntenOr y eXteflOr
_ Cuaterna arInónica: _p = -
2 _+x
x- 3 Setraza
6 -_ (5 +x)x OH l _ _ HA = HD (I)
Pordato
_ (6) '_' _J __ (5 + x) (xJ AL=2(LDJ (II)
_ De (I)y (ll}:
AH= 3a
, x=I

.__,.__A'V_EC' LD= 2a
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CAPITULO Xl Proporcionalidad de segmentos

3Jo _43o Piden
:NOtable
2' 2 _D=x
53o 127o _el dato PD //BF
:NOtable
2' 2 m_P_=m_F%B'=0
Por el teorema de la bisectri2 en _ OAP: mæc_ _ m_c_F =
x AO n po,,_nsc,it
y _ 2r 2g
rn_VB= -=0
x l 2
y 2 Ac_p:D inscriptib_e _ m_AB _ mæc_ =
Por_inscrito
_clAvEB
__,_,_,_,_,_,,,_,,,_,B__;,,,,_,_,_,_,,,__,,_,_,_,_,,,_,__,,,,__,_,___,,_,_ rn_F_ -- _ _BCF: lSOSCeleS y_F =
Por corolario del teorema de Tales
ProDlem8_ x _

En la ngura, __/_BF, A y B son p,nto, de 6 36
tangencia, BC=4(C_J y B_=6. Calcule _D. __ X = 2

ci_._.___^ _..
A
ProDl_m85

En la F_gura, T es punto de tangencia, MN=3(Nl)
_
F

p g Q
N
A) _ B)2 c)3 g_ _ L
D)2,5 E) l,5

Resolución T
0
a '
A
D'0 c;_ '
__ aOß X
__ _'''.:;'_'_,_..... ?
__ 40'_''':''_
\_ _'_6 _
'\ ,.... _
_0 __''D_ 8
P B B' A)6 B)8 c)4
F_' ur_ Jl._s D)2 EJ 5
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lumbreras Editores G eometría

Reeoluctón _ro_l gmg 6
En la f1gura ABCD, P y Q son puntos de tangencia,
__. , AP __ 6(TPJ, 2(PS) __3(S_ y Pl__6. Calcule _Q.
,._.__,_;,_.:_;:_______:.:__''__''_'_..:_;._;;;.;,___:.___'_.__,____;.:____.__.;;;:,_:._,;.;,_,.,,;.,;.,,...... ,' Q B _ 0 c
______.___._______,___,____._______.___;_..__._,____;,'_._._;;_,__.;;;____.____;.__;;.':___''''.__,."'''_.__:' ________._._..___..___.;.,;.;_,_.,_M;.,_,.;,__,__;_,__;_._.:_;'_''_;__;___;.;__,''__._.___.;..;_:_;_,,';..;:_,____.__._____;:____,'__._:;,.;.'.___.__.__.____;,_._______;.'_____._:.,;,:_;,_.,,._.._.;;.;._;;.____,0 J �0,  _'_ _

__D __ __

n)_ B)4 c)6/5
0 D)8_ E) 1/6

_ Re8oluc16n
___ll_S6 t g_x
B _ Q C
_,en __^,._0_.0 ,8,,,,,, ';'',,, 5, ,__;_ k..,......,..,.......,....:.:.,...;.;......:......__..;....._....:.....:......_.;..;..;.;..._,;,._,.........:.,;.._.;...;.;_....._,.,.... ' ___
lQ__x _,........ ____.__....._..........._................._;,,_;;_.__.;;_.;;'__.__;____;.::__.___:_.:___:.__:_~_:____:';____;: .

NL__a,MN__ 3a ' " ;'0_'_ 36 '.
Setrazan ,o.' .r "
T_,TD . __
r_CD: ainscnto _ m_7%C __ m_rD___ &
r_D__ ainsc_ptibte _ m_TM_ __ m_TD_ __ _ _
7_NM: D inscnptible _ m_NT __ m_MT __ 0
Pbr el teorema de la bisectnz exlenor en _ AFNl: A L D
30 _8+x F.
Piden_Q__x
.'. x__4 iofdalo
__;_._.____:___._____:_.____,.____0y/_'__/_:..,.,._e__,;_;::,:_,...,,. __, _ __ , _ = 6(ir)



_sl____ __8_ _ _ ___________________________________________________________F________________________ ___A ___ t_2_gl_,g D

CAPíTULO Xl Proporcionalidad de segmentos

Por corolario del teorema de Tales Resolución
BP 8a
6 - 6a F
_ BP=8
En la circunferencia
BQ_BP_8
_ P__: Te0rema bisectriz interior
8-x 26
8 3b ,'
3(_x)=8(2) . ' ,'
8=3x 2 2 _ ''
0R 'Q ' ' ^ _ ~
.: X=-
3
''':.''c_ '____.,:_;.__6_E.:__ _ .''

PFoDl_m8l .
T
Se_Ún la Fl_UCa_A_CD YBP_Q SOn ParalelO_ramOS _ F_ur0 l J.J8
.QD g calcu_eLP
AR- ' _s' Piden
LP
PS
Dato
QD
AR
g L p s c SiAR=2a
_ QD=2ag
_ r_P: Al aplicar teorema de Ceva
. _ Bl=LPyAR=RQ
_ QFD: AJ aplicar teorerna de Ceva
A R Q D _QM=MDyPS�SC
Como ABCD paralelogramo _ BC = AD
Luego
LP=a6
PS= 2_
LP b
PS 2
AJ6 B)b/2 c)6/3
D) 6/4 E) 26 _''_.__._.._,!_;_:,;:_ '__';_'.:\__':_'':_.':_:_''''''''''''_.:_''.:_.',::::''':!''':''''':''::'':'::''::':':::'.:::'_,:::_._:,__;,__.j.Y08''_',..,''
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_Res_Ao_luc_to_n\\ \ _______________8_________\______________ ___F o_c 3___c__p/ ///_/_rn_4B____3

_umb reras Ed itores G eometr ja

_io_lem_ 8 Quiere decir
. SN=2G ySC=___
n la fl_Ufat T Y B SOn PUntOS de tan_enClai _ s_c_. A ljcamos el corolar;o del teorema de
MC = 8, TM = 7 y 3(Bm =4(r). Calcule T_. Tales.
x+7 2_
' 8 _

.'. x=9
H
O c_L.Av. .EG
r N _'''''i''''''''''''''''0''0''0'''0''''0'0'0'''''__'_'''"''0'^'
MD
\\\\ ProDl_m_9
\ g c D iQ2 CA
e la l_UFa, - = -. alCUle -

A) J g) g c) g P
Dj1o Ej __ _ ' ' _ __

o ://///S

_2g /
0
C O A B
2_

Ha A)3/4 BJ 2 c) __
' X
, N _
_7MD _ D)3- E)-
,,0 ___.__ 2 2
\\\_ _..'':_._,_.,_.,_'_'__'__'
\\ J 0_a. ____:_'''_.__''. . . ..:.._,__:,:.:_ . Resolución .
A B 3g _\3b C
_ _
l=36_

F_ura Il.J9 , ' /'__,o+o _
piden /,/a5O_ '45oD.'_
TH=x ' /,' .N2a'__
Dato _,_,' O /''\'
BN 4 _ s.l BN _ _., _ 3_ ,/' . , ,' '\\
r 3 ,,' __._ /,' '\\
_BNC: Teorema de la bisectri2 exterior /_ _ ,' '_' ' '

'__' , ^ A ' '
BC SC _3__
4bsN sN2 __X_y--
_-=- _-=-
6b SC SC 3 F_'gura JJ.9o
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CAPITULO XI Proporcionalidad de segmenios

Piden Resolución
x

Se tra2an BQyCP 0'_.:
Por _ inscrito: ,_,_,'j;;.___,..::_,.___,_;___''.__q___.._._;.;.,._;..,..... M
m _PQ C = 4 5 ^ _.,. __,_.___.__:_,._,_.._;.__;.___;. .._:_;..:_.____.._q_,_:..,..:_.':._..:__:;:_'.._..._;._._;'__. _._,___: :_,..;_,,,_';,,. .
_opiedad: ,,,,,_,'/_;,__^_.;,:,___:_,__:',___;,;';:______:____._. :,:;:;;__,,,.,..:.___..:;.....___,...;;_;..,:,_;_...__._:____',___::_'_:,____ '' G '
DQ OPQC rnq0PQ+45^ = 900+20 .._____....__;'____'___.:_._.;._.,.M,.._..__..,;._,_;__;___.____.'______'' ' '
_ m_0PQ=450+20 __: ,_ __'_' '_' ''''. n
A b _ __'' _.:_''_.:' ,__C
_CPQ: Teorema bisectjz interior '' .. .//''

PQ --_NQ Q'
_2
2_ Nß F_'urall._l
_ CQB: Corolajo del teorema de Tales _den _(AQ) -- ab
Dato
---__ an+bm=40
Como C: bajcentro AG -- 2(C_ = 2_
x 3_ Se trazan CQ'//AM//P'B
' ' -_ - _j _ QCQ' _ _ QAG (A.A.A)

Pr0Dl_m_ 10 _Bpp_ _ __G(A.A.A)
En un triángulo ABC, se tra2a una recta que Bp,
contiene al baricentro de la región tjangular _2g =
e interseca a los lados AB y AC en P y Q
respecntivamente. Si AP(QC)+PB(AQ)=40, _ BP' =
CalCUle AP AQ.
En el trapecio BCQ'P':
Porbasemedia
A) 26 B) 3_ C)40 2_n_ 2m_
_ b,,_a
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lu mbreras Ed itores Geometría

Simplif_cando _ABC: Teorema de la bisectriz intenor
nm AB BM Q
=-+_ -=-=-
b a AC MC 2a
_ ab -_ na + mb -_ 4o __C; Teorema de la bisectjz exlenor
BC BN
:. ab=40 _=
AC o
.,c_'_V�C  _ (e+n)
' ''' ' ''' _ _=
2a n
Pf0Di_m8 11 En _ABC se tiene que
(_6)(4)(n) = (24_)(_J(e+n)
n un tjángulo ABC isósceles_ donde la base e_
. . . . n_ 2a_an
, se trazan laS blsectnCes InterlOfeS , y in a n = n
_
eXtenOf CN. Ca1CUle la m
_ l=
A) 9oo B) _ 2oo c) _ 8o_ Esto quiere decir que se cumple el recíproco del
D) 2 _ oo EJ 2 _ Jo teorema de Menelao. (MlN: secante)
_ __ L y N son colineales
R_olución ._. m_lN _ _ 8oo
B ........,,,,,.,.,.,.,..........,,.,.,..,.,...,.,, ..., ,....,..,.. ......,,.,,.,.. ...
.. 'ii ___'_i_',_='= b_''_0'_'_,g__'_,_,'_,='e•'_,'__! IY_'_ '__.'_,..i__'_'a;'___i ci,__i'_,'_ __'_,_0''!'''__.'_,__n _ __ __^i,_ _'__,i',. ___m__ _____,__c__________'____'o___o___-__0_________"0_'_____'___'_______'_____d'___'0__00"0_'_0'_____0________9'_'0_0'_____8_,__,,,0,.

'a a _6 g_'PV_ E, gene,,l ,; pQ > Q_ ,e,ult, que A g y _____ 00^oooooo^O'__,,
D,.__.._ _ ' ' ' . ..,..: _ - _ _p_-= c son coj._ ne,jes Esto se va a t,ata, è, ej _, _ ' ' _ _.
'_ "''' _ _' ';_',_'' ... ._ ' _i__' capí_Wo de teorema de con F_guración. '__o_'0D_,_'D_
_:_::'_._N'''.''_'._'''''.'^__':.';_="--_-_-:_' 2a_ ______o,00__ __'"''_,o,
.g __''_..':.,'''''_'''...''_2_':'''. '___''__'', Qa_ %__'__,_,^^^_.,
DoB';''_=' '^^--;-_-__'''.___=----;__=--_:-__'-''_;'_''___ _____, D_ ___''^_''oo
4J _a L__00? _____^___ .__ ^^'__^^'__^^'__
J _ i',0, _'_,. A -_-_.,_,''' __ '_, _,'__. ;__ _. _,'_. __ _eo_ _..

l _: ,.,.,,..,...,.. _'--'__-_,,::.:.,, B ___i.___,

_ __i___ 0''''_-''''_'_ ,__,^'_
i_''_ Do_,......._.__,'.__-_-;;_;-=__'----_0_ '__'0___0
l' __,__,'____,, P R c _____^''_,,,'o_,,,

_ ,' gggii..,,, _yIall.__ ,'__!___,0v

_ _._...,.'...,'__''__^^^^_^0__'_'__'_' :....'' ___"'

_ . ProDl_m_12

_ M un _áneulo ABC_ se _a_ l_ biseclnz

,_. interior Bl y la cenana intejor AM_ tal que son

'' pemendiculares en r, luego s_ traza la ceviana
N cr
, que contiene a TyLC=2(AL). CaIcuIe _.
M_u_ ll._1 r
A) 2 B)3 cJ 5/2
_den:m_lN D)5/3 E)4_
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CAPITULO Xl Proporcionalidad de segmentos

Resolución
Piden -=-
TN y
B ._ _
g co amt Oo A i-_ TM se _,az ^a _N/mT_
aa
_ Al=lN=ayNC=a
_BLC: Corolario del teorema de Tales
M BM LN
N,. y '. _ MC NC
x _. __M=MC=6
' _ _ABC: Teorerna de Van Aubel
_ , ' x CM C_
A L N C -=-+-
Y
x _ 2_
t_ + 2a_ -=-+-
Y _ a
Frgur_ IJ.99
._. -=3
Y
_,__'____Y___,__y_a____:0__.nB

tro_l_m813
_ un tjángulo rectángulo ABC recto en B, se ubican los puntos P y Q sobre BC y AC respectivamente,
tal que CP = CQ �  2, AP_ BQ= {R}, se traza una recta que contiene a R y C, intersecando a A8 en S,
luego la prolongación de QP interseca a la prolongación de AB en L. Si AB= lO yAC=8, calcule LS.
n) l2 B) l6 c)2o D)24 E) 26

Resolución
t
aD 2
a p_
6 _
R 4

A _ S_B L
t lO_

X __
F_ur_ ll.95

Piden LS--x
_AC_:BC�6_  P_�Q
_ACB: Teorerna de Ceva (6)(2J(SB)=(2)(4)(ASJ
SB 2
AS 3
' De la ngura 36+26 = lO
6_2
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Lu mb reras Ed itores Geometría

_AC_: Teorema de Menelao _ L, B, C, D s_n puntos armónicos
3 2 Como se observa Tl iA TN T_ f0rman e1
(_ _)(x-4)=(_ (_ (x+6) ha2_mo,n_.
3(x-4J = 2(x+6J _ L, A, N, _.. son punto, a,mo/,;co,
.'. x=24
c._''''''_''''0VE_ x x+7

PrO_l_m8 1_ 5x = 2(x + 7)
según la r_gura, A , c y _ son puntos de tangencia, .. x __
AN = 2 y N_ = 5. C_cule LA.
.cLAv6___,_____''''0, ' v

Pro_l_m_15
D En una circunferencia _ de centro O, se trazan
B las tangentespA yp_ (A yB puntos de tangencia).
_ _ Si PO n _= (Q)_ _O n __ = (C) , CO inlerseca a
N _ ,t,en_yA-4_-p, ca_cu_e AL
T -'-- Lc
A) 1 B) i,5 c)2
D) 3 E) 4
Resoluc1ón
e80IUCiÓn
r ^ ,_' _,

// X,r ,Ja_'.
/' Oa2a ,,"'

_' D y L -a---_t----__-----gQ
/// 00 J' m 0
/_ B_B.\y C_a _ R_! 0_
_ e 0__'__ Yo_
L x A N _ . Y_-
----- - - - - ' p_.den AL x
lC y
Se sabe que OP _nediatjz de
AB_m_O=m_PO=0
ldenlA=X .
e l" f'_U'^!! _46' _C_De,;-- _EDe (A'lA) _ m_Q = m_e_2a y m_Ae _ a
_ m_CQ=m
__ m_cQ __ v Por Io tanto para eI _ PA_: Q es ortocentro.

_ En_LQC
QB: bisec_z inIerior y QD: bisectriz extenor además m_QL -- 900 _ QL//PC
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CAPiTULO Xl Proporcionalidad de segmentos

En el _ CAH: por el co_olario _el teorema de Reempla2ando
32_ RQ__ _ RQ_2Y x "

De la F_g___a l l .48
N= _y=2 R4 _2 _RQ

Finalmente en el _ABC.' la recta RSN es secante,
t__l_m_ 16 por lo cual del teorema de menelao
U_ tfián_UlO ABC Se tfaZan l45 CeVlanaS _._._-_
_ _tenoresBQ y CMqueseintersecanenP_enBC
!!f BM BN AQ _ BS2a 3b_
_\e UbiCa el _UntO N, tal que _ = - = _ _ - sA a 6b
__,pn-AB (s) ca_cu_ BS Bs
-' - '' 'SA' ''_A
A)o__ 8)a,33 C)o,25

ResoIución
_ PFOal_
_ En un triángulo ABC por su baricentro G, se tr_a
una recta secante _que interseca a A9, aC y la
/_ ~ pco_ongac__ón de Ac en M, N y Q respeclivamenle.
2c _ __ .

R _ AbQ _ c
__ Resolución
F_ur_ ll.48 g
_den-
__ el _ABQ: la recta MPC es secante, por lo cual
_el teorema de Menelao.

AM'm Qc- 3
l n3b m 3
eem_la2a_dO: _'-c-_1 _ v=-
2m2b n 4 ._.______
r_ el _ QBC: la feCta NSR eS SeC_nte, _Or lO C

_ mCNRQ__ p._



____o__lJrJJJ,_l\__\ _ _ _ _ _ ______________________________________________________ ________ En(__)_____xg_____4____(y ___) p _0___0__0_______g__vE_____(_______________)___c__a_

Lu m breras Ed itores C eomet r ía

Del teorema de la recta secante tra2ada por el En _Ao_; x = r_ (_J
baricentro de un triángulo, tenemos De la Fgura l l .5o: ALBo: cuad_la_ tero inscnptjble
l 1 I _mqALo-
=-+- _ - - ^
CM CN GQ rnaLA8 = mqlOB = g
reempla2ando Por circunferencia (acentral, _ inscjtoJ
l I l m_
-=-+_ m_VB=
2 3 (3+x) _2 -2
l I En_AON:ON=AO=r,
- 3+x- 6 DeldatooL = l2 ydel gra_r_co:oL _ r+a_
.'. x=3 _ r+a_=_2
_c"___'___ _._6__E''. B Como LN y_: son bisec_ces, N; incen_o _ALB
'' ''''''' ''''''''''''PP ''P''' ''''''''''''''' Aplicando el teorema el teorema del incentroc
proD_gm_1g _LN _ _AL+LB __
NT AB
Según la F1gura, OL = l 2, _ (Lm =3 (N_, calcuIe _ALB: Por teorema de Poncelet
AB. AL + LB = AB + 2a (III)
A Reernplazando (III) en (II)
.? 3 _r_+2a
_ ' _- r_
r' , L 3_r_r_+(2a)_
, T 0
r . ' 3r�  f+a
_ , 3_r=_ (l2)
B
r_=4
A)2_ B)2_ cJ4_
D)4_ E) 3_

Resolución _., _"_ ;__,,;_,.__::_,'__:'___
A '''''''' ' '
_\\! ' ProDlgm819
_e/
' _ _/\\\ De la __ ufa N T son untos de tan encj
,' \\ ' _
' \_ NO=NA, calcule -r_.
f ,Jf \\ O
J ì_\ a 450a_,L
45o
,' . d AJ3/7 _r
!J_ g ' _ 4so_ B)2/5 ' .
o __'^'___ _ B C)4/7 _L
F_' r0Il.50 D)5/8 \\
PidenAB=x EJ 5/7 d__.,
LN 3 -__--'
ato-=- 0 ----
O B

478
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CAPlTULO _l Proporcionalidad de segrnento_

Resolución A) l O B) 20 C) 24
_ D) 30 E) 60
5r
3t Resolución
_' _ , B
2.__,_r Y '_....
a ' :' __e,,,, _.
; , _ _S^ . 6 _._'___:__......
. ! ' oL ! ';''''
--_-.-r__--i/q N D D"_:_____'''__.
' '''_'''_.__,''!_'\ _ _b
__'_ ! \? 4 ?' '''''''_'_''
0 '__ ; ì _2b a
___' ! _-- _ '_ '_
__:_:___2__"' ': _ ___ - - - - ' - '_

_--_-.-. ,. B A' _ _ __ '

F�gur_  IJ.5J
_ x
en- �_
Y
_ O_NO Se aplica teorema de Pitágoras
_+ (a)2= (2a -r)2 x

2 42_4 a 4
a = a+i- _r_ -�-
r 3
_ATO:
po, co,ola,io de_ teo,ema de Tale, _AP _ 5
PT 3
_ m_OT=37^, mqTOB = m T_ =53^
F�gur_  Il.5_
Por qinscrito: mq TAB = _ _den _J' _ x
2 - N-L//A-c_
o. r_ _ _g _ _ABC: BM: medlana y comO
53o _ BD' t_!'__bién es mediana en el DNBL
not._: 5t+3t+y--2y _N_M_ b _ t _M 2D.
2 ' ' ar_CenrO_ -
8f = y _ B,MC: Propiedad: BD' = D'M
x 5( como se obse,va BD' _ BM
y 8f D'_ _'M
x 5 _ B7 D_ _t M: SOn _UntOS armÓniCOS
' ' y _ g Por lo cual L es el centro de un haz armónico.
. Así, podemos a F_rmar que B, D, _ y F son puntos
CLmvE:
___'__'__'__'__'___'_____a___ ______ _'_''_''_'__'__'0_'_'_____'_' _'_' ' ' _ aimÓnlCOS.
BD BF
PraDl_m_20 _D,=-_F

M un triángulo ABC, se traza el triángulo mediano 6 _ _I O t x
_VNl (M _ AC, L e BC ), luego se traza una recta 4 X
_que con_ene a B, e interseca a NL, AL y a la ._. x _ 2o
prolongación de LM en D, _ y F respectivamente.
si BD = 6 y D_ = 4, halle _F. _,,0C000,d0L0,0. .0.A, 0,0Yoo. E.,...o,0,0d0_00,0 ,00.,,

479



_p Q_w/________rtt_____________0_____________________l_________________0___t___0____0____/)_1_________t_rt_________________t_____wr/__s___/J_ ___/_t___g__n// _m___w___________/_t_/________t_/____/_/_0r/__t___r0__/_n________0_____t____0__t_____ ___t___r__t__r
0
' fOb_,_,,,emaS eCfeatl10S ,, , ,; _., .,, , ,, . ,,,,,,,, .,, , , ,,,, ,, ,, ,,, ,_,
l. _magine q_e en un_ de los bordes de un_ carretera rectiiínea, están clavadas tres vacilias, tal que
la varjlla del medio equidista de _as __tras do_s. Si se le encarga disenar _na carretera paralela a la
rimera, ic0_m0 reali2arí__ el proces__
_ 7 _,_.n_,,_
, :''_-"'"_0_'_'_'____.__,.__.__._'____.'_______.. ___. ;. :,0_, _'''''? _ , v,. . , _
___u_.,,..>.'t., ,;'' _'''' ,.._
_ ' _' C /i
A /r

,_ ,_,___ ., __,__'

2. _n un sistema planetario ima_inario, hay d_s planetas a y ß. Sî un satélite artin_cial está programado
ara orbitar a uno de estos planetas, de cnodo que la distancja del satélite al planeta a sea el doble
de la distancia del saté_ite al planeta ß, icuál es el recorrido que reali_a el sat_lîte? Considere que
l_'_ dist-4' ncia entre los planelas a y. ß es constante.
0_0_,___

Planeta Planeta
a
48_
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cApíTu Lo xl Proporcionalidad de _egmentos

Resolu_ón l Resolución 2
Considere a los planetas como puntos y al satélite
puntomónlP.
Q.
D\\ p /'
't '_\\ ,__\\
_ '\\ \\\ 2_ ,// ,_ '. '\\

P'_ '\_ \\\_ //' ,_ _l _\
__ -'__'__/' \\\ a 2b Pl b D _ p2
__ ,/M'\'t\_-_ '\\
_. ,/ _\ '_t_t_\\ Inicialmente, el punto P está en la recta que

_'' ' ''' A B ---- ' '__' C_. .. , ,, con_ene a a y ß. Nos d_emos cuenta de que

' _ ' /' ::_:: '' __ __--__ .___ existen dos puntos que cumplen con la condición ,

estos se_an los puntos P_ y P2. De la f_gura,

notamos que al ser - _ -! _ 2 ; PP1 es una
_P ßR_
a flgUra, tOS pUntOS A, B y C fepreSentan a . .
lSeCtnZ lnte_Or. lm1larmente, Sl - = _ = 2_
aS VanllaS, rnlentraS qUe a P y ß Se leS ßUede j
considerar puntos arbitranos. Por estos puntos dennimos que PP, es una bisec_2 extejor.
pas_án los bordes de la nueva carretera que De la r_gura, 2a+2ß = l80
_ene que ser paralela a la primera. Primero; _ a+_-_goo
marCamOS lOS pUntOS P y Qi lUe_O anUdamOS Por consiguien_e_ para cualquier posicio/n de i,
una cuerda en la vanllaA y la extendemos hasta siempre m__PP,=900. Como la distancia entre
un punto D tal que la cuerda pase por P; en D a y ß es cons_nte_ resulta que la ubicación de
ctavamos una estaca y tensamos cu_rdas que P_ Y P2, reSPeCtO de lOS Pl_e_ a Y D_ eS FliaN
_ hacemos _o r__smo Concluimos, así, que el lugar geomét_co de P es
una circunferencia de diam/ etro P_P,.
_Ca lOS _UntOS C y P; n OtafemOS qUe laS CUerdaS _ _ _ _ _
que unen C con P y B con D se cruzan en un punto p ,/ /,_ t \ \ \ \
_y, en el cual hacemos una marca. _in_mente, ,,,_____tt. '_\
anudamosunacuerdaenAylatensamoshasta _,___ ,_,' _\ "'-____ 'l.
unpunto_,enlacuerdaCD(e5tacuerdaA_debe /-__ " _ __ _ ?t--_;_
_cu__ del teorema à ' t __ _ _ _ ì\t__ _ \\\\ ,,; Pj
de Ceva (cuando dos cenanas son concurrentes - N'_l _ _. _ _ _ \_ \ \ \ ,_ ,,'
con una mediana), determinamos que P_ y AC __\ ' - - _ __\__ _ _/_
son paralelos_ así_ tensamos una Cuerda de P _-._______, \t.
hasta _ y pwa poder ir delineando un borde de Como se puede obsenF_, el recorjdo del
_ nueva carretera par_ela a la p_mera. Rara el satélite es una circunrerencia, y que so_o o_ita
ot,o borde e_ pfoceso es análogo. _ plane_ ß.



2_D_)__4o ___IJJ, Il_r Ip_E)3oo _ _ __ _t tl_ Il Ic__an loscpuntos

0
fOblern__ fO 0 UeStO_ .

I. _ la F_gura, DGOF es un rectángulo. 3. En un cuadrilátero ABCP, se ubica el punto
Si _F=2 (_C), calcule x. D en BP; tal que, los ángulos BAP y DAP son
suplernentarîos. Si m_CP = mqPCC y
c (AB)(DC)�8,  calcule (AD)(BC). Considere
aD -
x A qUe perteneCe a a prO OngaClOn de .
D
G J
. ' AJ 2_ B)8 cJ6
, ' D)4 E)4_

,' _. De la F_gura, A y F son puntos de tangencia. Si
,' BF=3 yAC = 2(FC) �  2(_ = 4, halle AD.
' B
F O B ,'
, F

AJ 53o_ B) 37o/2 c) 37o
_ .
_'
A
. De la f,_ura, B_ �  5 y _C �  3. Calcule G_.

B D

n) 9 B) 12 c) _o
F G D) l l E)9_ ?

,. _ un tn.a,n,ulo AB, se ub.,
D
A D y _ en AC y BC, respectivamente, tal que
una circun Ferencia contiene a los puntos A,
B, _ y D. Si AB = BD y CD = 5(AD) = 5(_D),
C determinemAB_.

A)3/2 B)l3/1I C)l5/lI A)lo6o B)212o c)_48o
D)8/1 1 E) 13/9 D) 184o E) 152o
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CAPITUlO Xl Proporcionaljdad de segment
6. En la Flgura, A y T son puntos de tangencia. 8. Según la F_gura,Byrsonpuntosde tangencja.
siAr=BT-- 4yBN=3(AB), sen-aleNA. si _ BC , jnda'que -TS
3 - 5 AC

N
B _

_A P 4

B r A' r s C

n) 6 B)4 c) Io
D) l2 EJ 8

T. De la Flgura, ABCD es un cuadfado. HalIe A 3 B 3 c 2
,nAe^. 8 4 5
l 4
D)-g E) -7
B C
45o + g ' ' 9' D' l" F'_Ur_ Rl r Y Q 'On PUntOS de t__enCla_
Si P_ = 2 y CQ = 3, calcule LB.

l'
_ . '' . 7

__o ,' ' L p ' .Q_ _
,,/ ' d ' - - - - - -
A D

_ A) 45o BJ 37a cJ 53o A) 8 B) lO C) l2
D) 1go3o_ EJ 3oo D) I5 E) l6
_83
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lumbreras Editores C eo met r ía

I O. De la F_gura, D, r y C son punlos de langencia. A) 2/5 B) 4/7 C) l /3
Si 3(Al)= lO(Tm_ calcule mDr.

0 N l4. En un tri_ngulo ABC se trazan las cevianas
r , D_ C ,_nte,_o,es AM y AN ías c,ales t,
L _ la rnediana CD en P y Q, respectivamente.
,// Si BM--MN--NC; la prolongación de
, D /' _Q _nte,seca a _c en L., __ , _Q__(r).,
A MT_ AL = {R} y Rl = 2, calcule AR.

n)3 B)4 c)5
D)6 E) 7
AJ 3oo B) 16o c)45o
o E) 53o I5. En un tnángulo ABC_ se tra_ la base media
NL respecto deI lado AB(N _ BC), para
I I. Se tiene un romboideABCD, enAD se ubican
después tra2ar la ceviana intenor B_, tal que
cuaterna arm6nica. Si A_=3(___6; AC=30; TC=2(LJJ yNl _BT={Q}. Si en el triángulo
BF_AC=(N} yB_nAC=(L}, se�aleLN.  ANL ,e tra2an _as cev_.ana, _.nter_.ores LF _.

AJ 2 ,4 B) I ,5 C) 2,8 NC, las cuales se intersecan en un punto de
D) 3,s E) 2,5 AQ y rc __ cL ca_cu_e _AF

l2. _ un triá�gulo  ABC, de bancen_o G, se
tra2a fa recta secante _, que pasa por G e
interseca a _B_ _c y a la prolongación de _c D) 3/4 E) 2/5
en M, N y Q, respectivamente. Si GN = NQ y
AC -- 6 cm_ indique CQ- l6. En un tnángulo ABC, se tr_za la cevi_c
interior A_, en cuya prolongación se ubicc
D) 4 cm E) 5 cm el punto T_ tal que m_TA _ 90^. Si B_ = c
_C=b,Æ=AC y m_C=m___C
l3. Dado un tnángulo isósceles ABC, de base _
etermine-.
AC, en AB, BC y AC se ubican los puntos Mt
N y P respectivamente; tal que AP = PM y AJ 2(a+b) B) (_+b) c) 2(a+b)
- - 4 o-b b-o
�  PC. Si AN y CM se intersecan en Q y
A4 eN MQ ha__e _ D 0b-b E) 2a-b
3 7 2' AC' b+o b+a
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CAPíTULO Xl Proporcionalidad de se gmentos

l7. Delanlgura,Byrsonpuntosdetangencia.Si l9. De la r_gura, _, r, N y L son puntos de
los ángulos NDB yDrl son complementarios, tangencia. si _A7 = _2 ; m_ - mÔD _ m_ ;
D_ r_ 3
además, 2(DdJ=3(N_); calcuIe -_ _. AL=lOy l__AN, senale_C.

A
T, ''
D J' ,
_ _' __/'
'\ _____ ,,J' '/
A N B _ O _
D //'
_ _
n) 2/3 B) I/4 c)3/2
DJ l/2 E)3/4
C

l8. En un triángulo obtus4ngulo ABC (obtuso A) _/2 B) 7 C) 26/3
D)28/3 E) _ gr3
en B), se construyen exteriormen_e los
cuad,ados _Ms Bc_F, ,e ub_can las 20_ En Un tn'a/ngUlO _Ct de inCentfO It Se tra2a
BM y BN, bisectn2 intejor y cenana extenor ;
puntos T y N en BF y C_, respectivamente.
respectivamente.
Si N_ = T_, M, Ty C (colineales);
SiC_MN-
-cnA-N_( ) AQ 3 '
' QN 2 ' Nl_ BC = (l), Ml nBN = (S} y
MC=l5y(L)=AF_MC, AB BC AC CN
6 8 7 8'
delermineLF.

n)4 BJ5 c)6
D) 7 EJ 8 D)8oa E )9o
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